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Resumo

Neste trabalho, tivemos por principal objetivo o estudo das construcoes e propriedades
de derivadas fraciondrias associado a anélise de fungoes continuas nao-diferenciaveis (FCND).
Centramos, particularmente, nossas atencoes nas derivadas de Riemann-Liouville e nas
derivadas fraciondrias locais (DFL). Dada a caracteristica fractal do grafico de uma FCND,
interessantes conexoes surgem relacionando a ordem de diferenciabilidade fracionéria local
de uma FCND com a dimensao boz-counting do grafico da mesma, sendo esta conexao
intermediada pelo expoente de Holder que caracteriza a funcao. Apresentamos ainda al-
gumas generalizacoes de resultados do calculo classico, tais como a expansao de Taylor e
o teorema de Rolle utilizando a definicao de derivada fracionaria local.

Palavras-chave: Fungoes Continuas Nao-Diferenciaveis, Derivadas Fracionarias, Fungao
de Weierstrass, Expoente de Holder, Dimensao Boz-Counting, Fractais.
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Abstract

In this work, we had as main goal the study of constructions and properties of frac-
tional derivatives associated to the study of continuous nowhere differentiable functions
(CNDF). In this study, we focus our attention on the Riemann-Liouville definition and
local fractional derivatives (LFD). Due to the fractal character of the graph of these
functions, interesting connections appear relating the order of the local fractional differ-
enciability of a CNDF with the box-counting dimension of its graph. This connection
is given by the Holder exponent that characterizes the function. We also present some
generalizations of results from the classical calculus such as Taylor expansion and Rolle’s
theorem using the definition of local fractional derivative.

Keywords: Continuous Non-Diferentiable Functions, Fractional Derivatives, Weierstrass
Function, Holder Exponent, Box-Counting Dimension, Fractals.
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Capitulo 1

Introducao

A possibilidade de uma funcao continua nao ser diferenciavel em nenhum ponto de seu
dominio passou despercebida pela comunidade matematica por quase um século e meio.
Até entao, diversas justificativas tedricas surgiram com o intuito de embasar a crenca
de que toda funcao continua seria diferenciavel em algum subconjunto nao vazio de seu
dominio. Weierstrass foi o primeiro matematico a publicar um exemplo de fun¢ao continua
nao-diferencidvel (equagao 2.1), embora Bolzano e Cellerier ja tivessem construido seus
préprios exemplos quarenta anos antes, os quais foram publicados posteriormente ! ao re-
sultado de Weierstrass. Apés Weierstrass, as fungoes continuas nao-diferenciaveis (FCND)
ainda foram deixadas de lado por mais de trés décadas pois, ao que se parecia a época, nao
possuiam aplicagoes fisicas de interesse pratico e eram, inclusive, vistas como aberragoes.
Hermite as considerava como um “mal-deploravel” e uma “terrivel praga”. Poincaré, na

época pupilo de Hermite, escrevera sobre a construcao de Weierstrass e similares:

“Yesterday, if a new function was invented it was to serve some practical end;
today they are specially invented only to show up the arguments of our fathers,

and they will never have any other use.”

A idéia de nao aplicabilidade associada as FCND seria desmentida trés décadas mais
tarde. No estudo do movimento Browniano, Perrin confirmou experimentalmente (1908)
o cardter irregular (ndo suave) da trajetdria descrita por uma particula imersa num meio
fluido.

Nos anos 70, Mandelbrot | ] ressaltara a nao-analiticidade de fenomenos

naturais relacionando-os com suas propriedades fractais:

“Clouds are not spheres, mountains are not cones, costlines are not circles,
and a bark is not smooth, nor does a lightning travel in a straight line...

More generally, I claim that many paterns of Nature are so irreqular and

”»

fragmented...

INo caso de Cellerier, postumamente.
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O fato de uma funcao continua poder ser suficientemente irregular de forma que
seu grafico seja fractal (caracteristica intrinseca das FCND), trouxe um novo campo de
aplicagoes para estes objetos. Na verdade muitos fenomenos naturais, quando obser-
vadas suas evolugoes temporais, apresentam fractalidade. Podemos citar como exemplos
a evolucao da frequéncia cardiaca?, da velocidade do vento, da oscilacoes da bolsa de
valores, dentre diversos outros fendmenos | ].

O calculo fracionario, nascido no ano de 1695 a partir de uma carta na qual L’Hospital
perguntava a Leibniz o significado da expressao d%$, teve a atencao de grandes matematicos
como Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann e Laurent, os quais criaram di-
versas defini¢oes para derivadas e integrais de ordem arbitraria. O calculo fracionario tem
por principal interesse a extensao das operacoes de derivacao e integragao de ordem in-
teira para ordens arbitréarias (reais e até mesmo complexos). Nas ultimas décadas, muitos
problemas da fisica-matematica foram generalizados com o célculo fracionéario, dentre
os quais podemos citar: o estudo de problemas difusivos | |, do
célculo variacional | |, de teoria cinética [ | dentre outros.

Atualmente existem diferentes defini¢oes de derivadas fracionarias. Tendo em vista o
estudo local de FCND, analisaremos neste trabalho a definicao dada por Kowangar e Gan-
gal [ |, que é uma modificacdo da defini¢ao usual de Riemann-
Liouville | ]. Tal definicao é nomeada de derivada fracionaria
local (DFL), também conhecida como derivada KG, sendo sua constru¢ao motivada pelo
interesse de corrigir certos “problemas” inerentes a definicao da derivada de Riemann-
Liouville. A partir da DFL alguns resultados célebres podem ser generalizados tais como,
por exemplo, a expansao de Taylor e o Teorema de Rolle [ ]. Vale
ressaltar ainda que a fractalidade é uma propriedade inerente aos graficos das FCND e,
curiosamente, a dimensao desses graficos esta diretamente relacionada a ordem da DFL,
sendo estudo deste resultado uma das metas da presente dissertacao.

Com o interesse de alcangarmos os objetivos mencionados acima, dividimos este tra-
balho da seguinte forma: no capitulo 2 sao apresentadas e discutidas algumas con-
strugoes de FCND; no capitulo 3 introduzimos os conceitos basicos do célculo fracionario,
sendo apresentadas defini¢coes, exemplos e propriedades e também discutidos os problemas
inerentes a definicao de Riemann-Liouville; o capitulo 4 é destinado a apresentacao da
definicao de expoente de Holder, o qual tera papel fundamental na obtencao das conexoes
entre a dimensao do grafico de uma FCND e a ordem méxima de derivagao fracionaria
da funcao em questao. Ainda no capitulo 4, apresentaremos e discutiremos a defini¢cao
de DFL, sendo apresentados dois resultados que mostram a equivaléncia entre o expoente
de Holder e a ordem da DFL | ) ]. O

capitulo 5 é destinado a uma breve introducao a teoria dos fractais, tendo como inter-

2Trabalhos recentes como relacionam a fractalidade da frequéncia cardiaca com a saide do
coragao| ) ].
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esse principal o cdlculo da dimensao de graficos de fungoes reais continuas. Sendo assim,
sao apresentadas duas das principais definicoes para o calculo de dimensao: dimensao
de Hausdorff e a dimensao box-counting. Também sao apresentados neste capitulo al-
guns resultados que relacionam a dimensao boz-counting do grafico de uma funcao com o
seu expoente de Holder. No capitulo 6 apresentamos as conclusoes seguindo, ao final da

dissertacao, os apéndices e bibliografia.



Capitulo 2

Funcoes Continuas Nao-Diferenciaveis

“One might encounter instances where using a function without derivative
would be simpler than using one that can be differentiated. When this happens,
the mathematical study of irreqular continua will prove its practical value”.

Perrin.

2.1 Introducao

Até inicio do século XIX acreditava-se que toda funcao continua deveria ser dife-
renciavel em pelo menos algum subconjunto de seu dominio. Ampere tentou dar uma jus-
tificativa tedrica para tal crenca em uma publicacao do ano de 1806 entitulada Recherches
sur quelques points de la théorie des fonctions derives. Contudo, em 18 de Julho de 1872,
a comunidade matematica foi surpreendida pela construcao dada por Weierstrass: uma
funcao continua em todo seu dominio embora nao-diferenciavel em ponto algum deste. A

funcao em questao é:

Wi(x) = Z a’ cos(V ) (2.1)

sendo 0 < a < 1 eb > 1 um inteiro impar positivo tais que ab > 1 + 37“ Depois da
publicagao da fungao Weierstrass outros matematicos vieram a publicar seus exemplos,
dentre os quais Bolzano e Cellerier, que tinham obtido suas FCND antes mesmo que
Weierstrass. Posteriormente Riemann, Darboux, Peano, Takagi, entre outros também
contribuiram com suas construgoes. Por muito tempo as FCND eram vistas como meros
contra-exemplos de nao diferenciabilidade e até mesmo como casos patolégicos. No en-
tanto, pode ser mostrado que o conjunto das FCND ¢ de segunda categoria, ou seja, quase
todas as fungoes continuas sdo FCND | ]. Formalmente, tem-se o seguinte re-

sultado:

Teorema (Banach-Marzukiewicz) 2.1.1 O conjunto N'D([a,b], R) das fun¢des continuas

nao-diferencidveis em [a,b] € de sequnda categoria em C([a,b],R).

Prova: Para maiores detalhes sobre a teoria de Categoria e a demonstracao deste resul-

tado indicamos | ].
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O resultado enunciado acima pode ser encarado como uma das motivacoes para o
desenvolvimento deste trabalho, uma vez que tal classe de funcoes, as continuas nao-
diferencidveis, constituem a grande maioria das fungoes continuas (no sentido de catego-
ria). Assim, é natural a busca da generaliza¢ao da operacao derivagao de modo a abranger

tais funcoes.

2.2 Funcao de Weierstrass

Em 18 de Julho de 1872 Karl Weiertrass apresentou, durante uma leitura na Academia
de Ciéncias de Berlin, um exemplo de uma funcao continua que nao possuia derivadas em

seu dominio.

Wi(x) = Z a’ cos(V ) (2.2)

onde a, b sao reais tais que 0 < a < 1 e b é um inteiro impar positivo, sendo ab > 1+ 37”

i |

04F B

0.2r B

N2+ |

04F 09 4

0.6

0.8 0.75
-2

x10°

1
02 015 01 005 0 005 01 015 02

Figura 2.1: Funcao de Weierstrass 2.2.
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Teorema 2.2.1 A funcao de Weierstrass, nas condi¢oes de 2.2, € continua e nao difer-

encidvel em IR

Prova: A continuidade decorre dos seguintes fatos:

o
1
' Como 0 < a < 1, temos que: "= < 00;
(1) m a mos qu ;a [, <
(71)  supla”cos(b"mwz)| < a”.
z€R

Assim, de (i) o Teste de Weierstrass (Teorema A.0.2, Apéndice A) nos diz que a série
Z a" cos(b"mx)
n=0

converge uniformemente em IR Entao digamos que W(z) é este limite uniforme para
dado z € IR Portanto, a continuidade de W (z) segue da convergécia uniforme dada pelo
Corolario A.0.1.

Para mostramos a nao diferenciabilidade, relembrando que 0 < a < 1, b inteiro impar

positivo com ab > 1+ 37”, consideremos xy € IR arbitrdario mas fixo e m € N arbitrario.
Escolha o, € Z tal que bz — ay, € (—%, %] e defina z,,,1 = b™xy — a,,. Fazendo
oy —1 ap+1
ym - bm € Zm = bm

obteremos a seguinte inequacao

1+, 1—x,
T g o P g (2.3)

ym_x(]:_ bm bm

portanto y,, < o < z,. Podemos ver facilmente que para m — oo teremos que y,, —

€ Zm — xf{ . Consideremos primeiro a seguinte razao

W (ym) — W (o)

Ym — Zo

[
NE

(a” cos(b" T Yp,) — cos(b”mv@)

Ym — To

3
o

3

- 5 (wor e
(e

0

3
I

_I_
1[]e

== 1+SQ.
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Considerando S;, lembrando que |== (z)

podemos limitar tal soma da seguinte maneira

m—1 bnﬂ'(ym_xo)
n oy + ) 0 (25)
15| = ;(ab) (—)sen ( : s (2.4)
m—1
m(ab)™ — m(ab)™
< b)" = < .
- nzow(a) ab—1 — ab—1
Agora para a soma Sy, lembrando que tomamos y,, = “# L sendo b > 1 inteiro impar e

., € 7, podemos usar as identidades

m— 1
cos(b" " 1y,) = cos (bm+"ﬂab—m>
= cos(b"m(a, — 1))

= (v
= (-1

Ay, + Ty
cos(b""rxy) = cos (bm+"7rb—m+1)

= cos(b"may,) cos(b" Ty 1) — sen (b, )sen (b Tx,,41)
= [(=1D)"]*" cos(b" 1) — Osen (B" 7Ty, 1)

= (=) cos(b"mxpi1)

para reescrever a soma S, na forma

- m n_(_]')am — (_1>am COS(bnﬂ-xm-H)
S2 = ZCL i 1+2m41

= T pm

_ Jon i o 1 + cos(b” 7m:m+1)
1 + Lm+1

n=

Como todos os termos da série acima sao positivos para x,.1 € (—%, %], podemos obter

um minorante:

i a" [1 + cos(b"mz)] _ 1+ cos(mx) N i a” [1 4 cos(b"mx)] > 2 (2.5)
0 1+ Tm+1 1+ Tm+1 — 1+ Tm+1 3
Leos(z) — cos(y) = —2sen (£5)sen (£52).
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As inequagoes em 2.4 e 2.5 garantem a existéncia de ¢; € [—1,1] e n; > 1 tais que

W(ym) — W(xo) ot am T 2
) = )y (elab_1+§).

W (ym)—W (z0)
Ym—T0
de 2.3, o lado direito segue de forma analoga, donde obteremos

Da mesma maneira que analisamos a pouco o quociente para o lado esquerdo

W (zm) = W(xo)

=R+ Ry
Zm — X0
com (ab)
m(ab)™
R < ) 2.6
7| < D2 (26)
Como z,, = a;’)ﬁ L para oy, € Z e b > 1 fmpar, teremos a seguinte identidade:

pm
= cos(b"may, + 1)

= [(=D)"] = (1),

41
cos(b""rz,) = cos <bm+nﬂ'&)

resultando em

e i —(—1)%m — (=1)*m cos(b" X 11)
RQ == Za + jRm—
bm

o0
B Jo Z a”l + cos(b™ 7ra:m+1)
n=0 1= Tm+1

Novamente podemos encontrar em minorante para a seguinte série

i a™ [1 +cos(b"mz)] 1+ cos(mx) N i a" [1 4 cos(b"mz)]

> g (2.7)

I = ZTms1 1 = Zpa I — @i

n=0 n=1

Pelo mesmo argumento anterior, as inequagoes 2.6 e 2.7 garantem a existéncia de €3 €

[—1,1] e 2 > 1 tais que

W (zm) = W(xo) _ —(=1)"(ab)™n2 (62 5t g) '

Zm — Xo ab—1 3

. 3 ’ . 2
Visto que ab > 1 + =F, que ¢ equivalente a - < Z,

esquerda e pela direita) tém sinais opostos e para m — oo, (ab)™ — oo fica claro que

os quocientes analisados (pela

W (z) nao possue derivada em xy. Como xq foi escolhido arbitrariamente, concluimos que

W (z) nao é diferencidavel em IR [
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Em 1916, Hardy [Hardy1916] provou que a fungao de Weierstrass 2.2 e a fungao
S(x) = Z a’sen (W 7x), (2.8)
=0

sao continuas e nao-diferenciaveis para 0 < a < 1 e b > 1 quaisquer, tais que ab > 1. A

partir de 2.2 e 2.8, define-se a fun¢ao de Weierstrass generalizada (Figura 2.2):
W(x) = Z alelV ™ (2.9)
=0

onde 7 denota a unidade imaginédria. Para A >1el < s < 2, fazendoa = \*"2eb= X em

2.8, obtemos uma das formas mais conhecidas da fungdo de Weierstrass [Falconer1990]:

Wi(z) = i A= gen (A" 1) (2.10)

n=0
onde A > 1,1 < s < 2 para x € IR figura 2.3. Observemos a partir da figura 2.3, que
o grafico da funcao 2.10 se torna cada vez mais irregular a medida que s assume valores

proximos de 2. Veremos no capitulo 4 que este fato esta relacionado com o expoente de

Holder da funcao.

Figura 2.2: Funcao de Weierstrass Generalizada 2.9, com a =0.8 e b=1.5.

No capitulo 5, verificaremos que o grafico da funcao 2.10 é fractal com dimensao igual
a s. Particularmente, mostraremos para esta funcao que a dimensao de seu grafico esta

diretamente relacionada a sua diferenciabilidade fraciondria.
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o &H b N e M kB oo @
=

=]

A
=]
ok
w
~
n
@

0 1 2 3 4 [ 6

Figura 2.3: Fungao de Weierstrass 2.10, A=1.5, s =1.1, s =13,s =1.7e s = 1.9 em [0, 6].

2.3 Um pouco mais sobre FCND

“I turn away with fear and horror from the lamentable plague of continuous
function which do not have derivatives...”.

... Hermite 2.

Dedicaremos esta secao a uma breve apresentacao de mais alguns exemplos destes
incriveis e complexos objetos identificando seus respectivos idealizadores e indicando,

sempre que possivel, alguma referéncia para maiores aprofundamentos no tema.
2.3.1 Funcao de Bolzano

Ao que consta, o primeiro exemplo de FCND ¢é atribuido ao matemético Bernard
Bolzano em trabalho publicado em 1922, embora construido por volta de 1830 | ].
Diferente de outras, a funcao de Bolzano é baseada numa construcao geométrica ao invés
da utilizacao de séries infinitas. Esta funcao é contruida como o limite de uma sequéncia

de fungoes continuas {B;} da seguinte maneira: considere os intervalos [a,b], [A, B] e
defina:

o Bi(x)=A+ %(x —a);

e By(z) é definida nos seguintes intervalos

I = [a,a—l—g(b—a)},éz [wg(b—a),%(aw) ,

2Citado em | ]
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I3 = B(a +0b),a+ g(b— a)] = [a+ g(b — a),b] (2.11)

como uma funcao linear por partes tendo os seguintes valores

By(a) = A, By (a—i—g(b—a)) :A—l—g(B—A), (2.12)

B (%(aer)) = A+ (B 4),
By <a+ g(b—a)> =B+ é(B — A), By(b) = B;

nos extremos;

e Bj(z), é construida da mesma maneira que Bs(z), aplicando-se o procedimento em
cada um dos subintervalo [;. Este processo continua para k = 4,5, ... e o limite de

By(x) para k — oo é a funcdo de Bolzano B(x), representada na figura 2.4.

By(2) By (x)

20

10

10 20 10 20

Figura 2.4: Os trés primeiros elementos da sequéncia {By(x)}, com [a,b] = [0,20] e [A, B] =
[4,16]. By (pontilhado), By (tracejado) e Bs (continua).

Teorema 2.3.1 A func¢do de Bolzano B, é continua e nao-diferencidvel no intervalo [a, b

(a demonstracao pode ser encontrada em | D).

2.3.2 Funcao de Cellérier

Charles Cellerier propos a seguinte funcao, definida por
1
C(z) = Z —sen (a*z), a > 1000, (2.13)

ak
k=1

antes de 1860. No entanto, tal funcao foi somente publicada em 1890 apds sua morte como

uma simples curiosidade, visto que a fungao de Weierstrass ja era conhecida | ].
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Na verdade, a funcao de Cellerier é similar a de Weierstrass, e sua nao-diferenciabilidade
segue diretamente da generalizagdo obtida por Hardy (citada na segao 2.2) uma vez que
aa”' > 1 e, se g(x) for nao-diferencidvel, entao g(£) também o serd. Desta forma, por
[ |, a condigao sobre a pode ser enfraquecida de a > 1000 e par para a > 1

arbitrario.

Figura 2.5: Fungao de Cellerier, C(x) com a = 2 em [0, 3].

Teorema 2.3.2 A funcdo de Cellérier (2.13) é continua e nao-diferencidvel em IR.

Prova: Segue diretamente da demonstragao do teorema 2.2.1 e de | ].
2.3.3 Funcao de Riemann

Em 1861, Riemann construiu a funcao R : R — R, definida por:
R(zx) = Z zasen (k* ). (2.14)
k=1

A fungdo R(x) acima definida na verdade nao representa uma FCND. Foi mostrado que

R(z) tem derivadas finitas (R'(zy) = 1) em pontos da forma

2p+1
™ 7 p?
2 +1

Ty = QEZ

Estes pontos s@o os unicos em que R(z) tem derivada finita | , :

!

Teorema 2.3.3 A funcao de Riemann 2.14, é continua em IR e somente diferenciavel nos

pontos da forma:
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Figura 2.6: Funcao de Riemann, R(x) em [—1,1].

Prova: R ¢é continua pois:
I
k2
k=1
e, ainda sup,cg |zsen (kz)] < 5. O teste de Weierstrass (Teorema A.0.2, Apéndice A )

prova a convergéncia uniforme e o Corolarlo A.0.1 (Apéndice A) nos dé a continuidade de

2p+1

R(z) em IR A demonstracao de que R(z) ¢ diferencidvel nos pontos da forma zo = 735+

, J

pode ser encontrada em | ,
2.3.4 Funcao de Darboux

A fungao de Darboux, descoberta independente da fungao de Weierstrass, foi apre-
sentada em 1873 (dois anos antes da primeira publicacdo da fungdo de Weierstrass) e
publicada em 1875 no trabalho entitulado Mémoire sur les fonctions discontinues. Neste
trabalho, durante uma discussao sobre fungoes continuas nao-diferenciaveis, Darboux de-

fine a seguinte funcao

Zkl +1)l). (2.15)

Teorema 2.3.4 A funcao de Darboux 2.15, é continua e nao-diferenciavel em IR

Prova: A continuidade segue do Teste de Weierstrass (Teorema A.0.2, Apéndice A ) e
do Corolario A.0.1 (Apéndice A). A prova da nao-diferenciabilidade pode ser encontrada
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Figura 2.7: Fungao de Darboux, D(z) em |0, 3].

em ].

14



Capitulo 3
Diferenciacao e Integracao de Ordem Arbitraria

“Thus 1t follows that dzx will be equal to xvdx : x, an apparent paradox, from
which one day useful consequences will be drawn.”

... Leibniz

3.1 Introducao e Definigoes

O Calculo Fracionario é um ramo da Anélise que tem por interesse a generalizacao
das ordens dos operadores de derivagao e integracao, isto é, visa a defini¢ao e o estudo do
significado de expressoes do tipo dd;f/fz f(z) ou ainda == f(z) . Apesar de pouco divulgada,
esta area estd longe de ser nova. Ao que tudo indica, o marco fundamental da criacao
do célculo fraciondrio se deu em 1695, (durante o desenvolvimento das idéias classicas
do célculo, independentemente, por Leibniz e Newton) com a carta de L’Hospital para
Leibniz, na qual este era questionado sobre o significado da expressao d2x. Nos tltimos
dois séculos, diversas definicoes de derivadas e integrais fracionarias foram propostas,
dentre as quais podemos citar as definicoes de Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov,
Weyl, Fourier, Caputo | , |. Inclusive, um
dos problemas em aberto nesta drea é a obtencao de uma definicao que abrangesse estas
definicoes ja citadas ou, pelo menos, as mais utilizadas atualmente. Nas tltimas décadas
o calculo fracionario atraiu consideravel atencao, sendo utilizado em ampla escala em
diversas aplicagoes nas mais variadas dreas do conhecimento, como por exemplo: fisica,
engenharia, medicina, economia, entre outros | ].

Dentre as diversas defini¢oes existentes para derivacao e integracao de ordem ar-
bitraria, estamos particularmente interessados na definicao de Riemann-Liouville, que sera
necessaria para a apresentacao da derivada fracionéria local (DLF)(capitulo 4). A DFL
foi proposta primeiramente em | | com o interesse de se obter
uma ferramenta que possibilitasse a analise de fungoes classicamente nao-diferenciaveis
e generalizasse o conceito de derivada usual. Tal definicao, também conhecida como
derivada KG (Kowangar e Gangal) é, na verdade, uma aprimoracao da definicdo de
Riemann-Liouville, no sentido que a corrige em determinados aspectos que serao dis-

cutidos nesta se¢ao e na secao 4.3. Uma vez que neste trabalho temos interesse na con-

15
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strucao de Kowangar-Gangal e suas propriedades, dedicaremos esta secao a apresentacao
e discussao da definicao de Riemann-Liouville. Para maiores detalhes indicamos as

bibliografias cléssicas | , , ,
].
3.1.1 Derivada e Integral Fracionarias de Riemann-Liouville

Antes definirmos a integral e a derivada fracionarias de Riemann-Liouville, apresente-

mos primeiramente a chamada férmula de Cauchy | |:

Proposicao 3.1.1 Seja f : [a,b] — IR continua. Definimos, para cadan € IN, a expressao

A f@) Kx@n{[WJmn}”lmﬂw@,(x>®- (3.1)

[d(z —a)]™
Entao
[d?xifg])—n ~ _1 D)1 /m(x —y)" " fy)dy, (z>a) (3.2)
Prova:

Para n = 1 obtém-se da propria definicao

% = /:f@) dy = /:(l’ —y)' " fy) dy. (3.3)

Dessa forma, sendo a proposicao valida para n = 1, suponhamos que também seja valida

paran = k € IN. Entao para n = k + 1 teremos que:

A" Vf@)y [T d=*
e - /)ngg——ﬂﬂﬁ

:/a ] /f y)tdy dt
= //f y)Ftdt dy

- m/ f(y)/ (t —y)* ' dt dy

kty
_ _1/f =yt

dy
= k! ) (fv—y) f(y) dy.

Portanto, a proposicao é valida para k+1. Por indugao, a proposicao vale para todon € IN

0.
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Defini¢ao 3.1.1 Seja f : [a,b] — IR continua. A integral fraciondria de Riemann-
Liouville o esquerda (respectivamente d direita) de ordem ¢ € IR (¢ < 0)' da fungao

f no ponto z, é definida por | , ]

oo~ T ) G @aa<0 (3.4
e w1 P,
[d(b— x)]qf( )= I'(—q) /1, (y — x)i+a dy (v <b;q<0). (3.5)

Observemos que a definicao acima dada para a integral fracionaria é uma general-
izagao da féormula de Cauchy 3.2 onde I'(z) é a funcdo gama (Veja apéndice B). Quando

g =n € I\ a defini¢ao 3.4 coincide com a n-ésima integral (Férmula de Cauchy):

H = /:dyl /ayl dy2---/ayn_lf(yn)dyn (3.6)
L

/Xx—w%v@My<nem (3.7)

a

(n—1)!

[dzlb"ifi:;c])_n_f(@ = / dy, / dys . . . / F(Yn)dyn (3.8)
1 b

_ o n—1
- oo [ e meN. @)
Defini¢ao 3.1.2 Seja f : [a,b] — R continua. A derivada fraciondria de Riemann-
Liouwville a esquerda (respectivamente a direita) de ordem g € IR (¢ > 0) da funcado f(x) é
definida por
dif(x) v dr"f(x
—_ = — 0 3.10
s R vy (10

= ! e W) dy, (r>a), (3.11)

=gy da Jo o=y

a

) (AN AT ()
[d(b—:c)]q) ( d:t:) [d(b— z)]en

_ ﬁ (—%>n/:%dy (x<b),  (3.12)

LObservemos que apesar de constar na definicio ¢ < 0, podemos utilizar ¢ > 0 de modo a escrever
xr —
i Ju fW)(@ =)t dy.
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onde n — 1 < ¢ < n. Particularmente, fazendo ¢ =0 e ¢ = n € I\, temos a partir de 3.10

(analogamante para 3.12) que

_Ef@) _A@) ey,
da—ayp da—ap T

@) @)
[d(b— x)]° f(@) [d(b— )] (=1)" ().

Agora, para 0 < g < 1 temos que

df(x) 1 d/” fw)
(l(

N\ P dy, (r>a;0<qg<1) (3.13)

[d@—a)ls — T(1-q)de
dif(x)  _ 1 d/b fw)

(y —x)

db—a) _F(l—q)ﬁ dy, (x<b;0<qg<l). (3.14)

Podemos observar pela definicao de 3.10 que o valor da derivada fracionaria no ponto
x depende diretamente da escolha de a < x. Assim, para cada a < x fixado, o valor da
derivada de Riemann-Liouville serd diferente, e por esse motivo esta derivada é dita ser
nao-local (quando ¢ nao é inteiro). Retomaremos este assunto no capitulo 4 durante a
definicao da derivada fracionaria local.

Uma outra importante observacao deve ser feita. Ao se falar em derivada, é imediato
que venha a mente a idéia geométrica da inclinagao da reta tangente ao grafico de uma
funcao. Contudo, a natureza analitica da definicao 3.10, a qual é baseada na férmula
de Cauchy 3.2, torna dificil essas interpretacoes geométricas . Dentre os trabalhos que

trataram deste tépico podemos citar especialmente | ].

3.2 Propriedades da Derivada e Integral de Riemann-Liouville

Nesta secao trataremos de algumas propriedades das operacoes de diferenciacao e

integracao de ordem arbitrarias, no sentido de Riemann-Liouville.
Linearidade e Homogeneidade

Observamos que a derivada (e integral) fraciondria é um operador linear:

d'[f(x) +g(x)] _ _d* f(z) d*g(z)
dz—a)e  [dz—a)s " [dx—a) (3.15)
s =T (3.16)

Az =)t~ “[dx—a)]
para qualquer constante c real.
Mudanca de Escala
Por mudanca de escala da fungao f com relacao a um limite inferior a entenderemos

f(Cx — Ca + a), sendo ¢ o fator de escala. Isto é, se a = 0, entdo a mudanga de escala
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converte f(z) em f(Cx) | ]. Assim, quando o argumento de uma

funcao ¢ alterado por um fator  a integral e a derivada fracionarias satisfazem

difCx) ., dTf(Cx)

[ =)t~ "~ [dC(x—a)] (3.17)
De fato, para ¢ < 0 temos que
i — s [ e ay
- T2 /;f(u) (+-2) T
- g C:xf B
B Cq[d<?g@>>]q (3.18)

A igualdade para ¢ > 0 prova-se analogamente utilizando a regra da cadeia. A pro-
priedade de escala mostra que esses operadores fracionarios estao sujeitos as mesmas leis
de poténcia, sugerindo a existéncia de propriedades de auto-similaridade como as que
ocorrem em conjuntos fractais, (veja capitulo 5). Por exemplo, podemos observar que a

funcao de Weierstrass 2.10 satisfaz a seguinte relacao de escala:
Wi(Az) = X 72W, (). (3.19)

Veremos também (capitulo 5) que a dimensao?® de seu gréfico é 2 — s.
Diferenciacao e Integracao Fracionaria Termo a Termo

As regras para se distribuir a derivada e a integral fracionarias ao longo de uma série
infinita sao analogas aquelas que valem para o caso classico. Consideremos primeiro o
caso ¢ < 0. Suponha que a série infinita ) f; de fungoes f; : [a,b] — IR, integraveis
fracionariamente, convirja uniformemente para f : [a,b] — IR . Entao f é integrdvel

fracionariamente e:

w(gfl%a)}qz_;fj(x) :;%- (3.20)

De fato, sejam f(z) = S.°°, f;(x) e Sn(z) = SV, fi(x). Sendo ¢ < 0, pela definigio de

integral fraciondria de Riemann-Liouville:

dif(z) 1 x - . dif;(x) _ 1 x PV
[d(w—a)]q_F(—q)/a J@le=y) ™ dy e F(—q)/a Fiw) (z=y) ™" dy,

2Box-Counting.
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temos assim que:

[dgl;]:(?)]q - [Ci(fi(j))]q - I‘(iq) /x(f(y) — Sy(y))(x —y) 7 dy

E da hipdtese de convergéncia uniforme temos que para um dado € > 0, existe N = N (¢)

tal que:
|f(z) — Sa(z)| <€

para todo n > N e y € [a,z]. Entdo, para ¢ < 0 e dado € > 0, existe N = N(e) tal que

paran > N:
dqf N dqf] - 1 x e
(rEr ) d@_a - T‘/ (F(4) — Sx () — 9) " dy
= W) (@ —y) " dy

I ) (z=a)™.

Donde concluimos 3.20.
Para ¢ > 0, temos que se ) fj(x) e > d?f;(x)/[d(z — a)?] convergem uniformemente

em [a, b], entao | |:
- = 3.21
[d(x —a)la z:: Z d(x —a)] ( )
uma vez que para cada j € IN| se tenha % € C"a,b], onden—-1< qg<n
[ ]*
Regra de Leibniz (Derivada Fracionaria do Produto de Fungoes)

A féormula de Leibniz é um importante resultado do calculo diferencial classico utilizado
para o calculo da derivada n-ésima (n € IN) do produto de duas fungées f(z) e g(x) (f e

g possuindo n derivadas continuas):

dxn %

%[f(:r)g(x)] - - (?) dd;zf(x) dn_jg(lﬂ)a (3.22)

1=

30bserve que ¢ — n < 0 entao como Y f; converge uniformemente, vale a igualdade 3.20.
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onde(?) = m é o coeficiente binomial. Osler | |, obteve um resultado geral

para a derivada e a integral de ordem arbitraria do produto de funcoes, dado por:

di]f 1 A9 dYti
qu Mg—y—7+1D)0(v+j+1) dxt=r=3  dzrti

onde 7 é arbitrario. Uma outra generalizagdo, também dada por Osler | |:

d[f(z)g(z)] /°o I(g+1) A7 f(x) dHg(x)
_ (3.24)
(g —~

dxd —J+ D)y +j5+1) dxe—7  darti

no qual a soma discreta ¢ substituida por uma integral. Contudo, por hipdtese, ambas

fungoes f(z) e g(z) envolvidas devem ser analiticas. Para maiores detalhes indicamos

[ ) J

Regra da Cadeia

Sejam ¢(x) uma fungado analitica e f(x) uma funcdo suficientemente diferencidvel.
Supondo que ¢(f(z)) esteja bem definida, entao a regra da cadeia para a derivada fra-

ciondria é dada por | ):

B(f(@) _(x—a) S (4) (2= a7 T[]
[d(x —a)]e  T(1—q) o )>+]Z:(j) I'(j—qg+1) Z¢ )Zkli[lpk! [ k! ]
(3.25)

onde Y se estende sobre todas as combinagoes de valores inteiros nao negativos Py, ..., P,
n n

tal que Z kP,=ne Z P, = m. A complicada natureza desta generalizagao (inclusive
k=1 k=1
para o caso ordinario) dificulta sua utilizagao.

Série de Taylor-Riemann

Ao que se sabe, Riemann foi o primeiro a trabalhar numa série de Taylor baseada
em derivadas fracionarias. Contudo, nenhuma prova deste fato e nenhuma investigacao
da validade desta série foi produzida até Hardy | | dar suas contribuiges ao
tema. Osler [ | foi o primeiro a dar a prova da convergéncia pontual da série
de Taylor generalizada, conhecida atualmente por série de Taylor-Riemann generalizada.

Seja entao f(x) uma funcdo analitica. A série de Taylor-Riemann de f(z) é dada por
[ : k

[e.9]

0
Z (n+a —l— 1) [d(z — b)|*te (3.26)

onde z > b, e @ é um numero real arbitrario.
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Regras de Composicao

Aqui estamos interessados nas relagoes entre os operadores | ,

7 ]

d? de(x) dq+Qf(x)
[d(z — a)] [d(z — a)]@ © [d(z — a)]*+@ (3.27)
onde ¢,Q € R
Para f = 0 temos
d? d?|[0] B drHQ[0] . 28,

[z — )l [d(z — )] ~ [ — a)s@

a regra de composicao € trivialmente satisfeita para todos valores de ¢q e (). Para integrais

temos o importante resultado:

Proposicao 3.2.1 Para toda funcao f € C([a,b],R) a integral de Riemann-Liouville

satisfaz
d? d@ 41+Q

[d(z — a)]? [d(z — a)]Qf(x) - Wf(:c).

Prova: Diretamente da definicao temos

(3.29)

d? dQ 1 T dt T du
[d(z — a)]? [d(z — a)]Qf(x) - T(T(Q) /a (z —t)-a /(; (t —u)-Q (3.30)

Utilizando o teorema de Fubini para trocar a ordem de integracao e fazendo a mudanca

de variavel t = u + s(x — u), obteremos

d? d® 1 x dt z du
Az — ) [diz e’ = r<q>r<cz>/a <x—t>1q/a e
Ba.Q) [* i)
>/a < e

CQT(@Q) Jo (= w0
L
N F@+Qké(w—wP“Qd
_ 4i+Q f(g;) 0
[d(z — a)]et@

Agora, sejam n —1 < ¢ < n e x > a. Entao, diretamente da definigao 3.11 e da

proposicao anterior, obtemos:

d? d? d” di—n d—4
[d(z — a)]? [d(x — a)]qu(g;)  dam { [d(z — a)J*" [d(z — a)] f<x)}
&

= f(z)

dz™ dz—n
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- %{ﬁ / xf(y)(x—y)"—ldy} (3.31)
T

sendo utilizado na igualdade 3.31 a férmula de Cauchy (Equacao 3.2). Concluimos por-

tanto que, para dado ¢ > 0, com n — 1 < ¢ < n, vale:

a? d—1?

T — ey @ = 1@

q

Proposicao 3.2.1 Sejam f € C([a,b],R) ez > a tal que m

f(@) (k=1<q<k)

é integravel. Entao

d—1 da k dr=7 f(x) (z — a)t~
[d(z — a)]~[d(z - a)]q -2 { d(z — a)]q—j] » - (3:32)

Jj=1

Prova: Temos que

d—1 d1 1 T dif(y) e
[d(z — a)]~4 [d(z — a)]qf(x) ~ I(g) /a [d(z — a)]q( y) dy

- i 1 z dqf(y) o
- dx {F(q—i—l)/a [d(x—a)]q( Y) d?/}-(3.33)

Por outro lado, integrando por partes repetidamente e utilizando a regra para a com-

posicao de integrais fracionarias obtemos

| T qif(y) L N kf ’
F<q+1>/a [ty — i Y dy‘r<q+1>/a (dmk ) )\ dy

B 1 T e kf() vk g Forgh-i g kfx (x—aqjﬂ
- T Ern ), a0 Z{d T, 15

d
_ 1 AR f(y Nk gy 419 f(z) a)i—i+!
- r(q—kﬂ)/a Ay — e YT Z{[d«r—a)} Lamq i) B

J=1

dt—a— A+ f(a i [[ddq‘j f(@) } (& — a)rit!

d(z —a)]Fet d(z —a)]* - S [d(z —a)] ], T(g =7 +2)
d-! k dq_]f(x) (a: — a)q—j-i-l
S — , : 3.35
G —ar @ "2 ] e La=j+2) )
A existéncia de todos os termos no somatério em 3.34 decorre da integrabilidade (limitagao)
d? 497
de —f(:n) , pois devido a esta condicao as derivadas fracionarias —f@j);, J =
[d(z — a)]¢ [d(z —a)]a~

1,...,k sao todas limitadas em x = a. Desta forma, combinando 3.33 e 3.35, concluimos

a prova.



CAPITULO 3. DIFERENCIACAO E INTEGRACAO DE ORDEM ARBITRARIA 24

Particularmente, para 0 < ¢ < 1:

T e 1y [~ F@)] @ a?
T i @~ ) = s - [Tl Lo
Logo, para 0 < g < 1, vale a igualdade [d(a:d—_(;)]—q [d(xd_q a)}q(f(x) —f(a)) = f(x)—f(a)
se tivermos

A (f(z) = fla)]
dz — a)]r ! Lca =0, (3.37)
isto é,
i 2 (f(@) - f(@) = =t [ (F() — F@))e— )y =0
e [d(e = )T T =g, Y o

Como f(z)— f(a) é continua em [a, b] temos que existe M > 0 tal que |f(z) — f(a)] < M.

Entao
dQ*l 1 T »
T U@ = F@)| = | [0 = s =)y
M v L
- ‘F(l—q)/a(gc_y> dy"
Portanto, pelo teorema de comparacgao de limites
lim dr? = 0.

r—a

W(f(l') — f(a))

Resumindo, se f : [a,b] — IR é uma func¢ao continua, 0 < ¢ < 1 com

L i [d(z — a)]*
integravel, entao
Fla) = (@) = e T () — f(a) (3.38)
- [d(z = a)] 71 [d(z — a)]s ' ‘
Finalizando as regras de composicao, temos as seguintes igualdades | |:
Param—-—1<p<men—1<q<n valem
dp d*q dpfq
e —ap a7 e ap (539
d*p dq d*p+q
Ao a7 e —ap " T G- ap

) 43 f () (x — )i
zzhﬂx—@wﬁkmr@—j+1y (3.40)

Jj=1
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dp 4 JPa
[d(CC — a)]P [d(:lj — a)]q f<l'> = Wf(m)
n dI f(x T — )i
o i e

(¢ —a))i7 ], T(=p—j+1)

j=1

Nesta se¢ao, foram apresentadas algumas das mais importantes propriedades da derivada

e integral fracionarias no sentido de Riemann-Liouville. E fato que, desde o inicio deste
trabalho, ressaltamos nossas intencoes e interesses: apresentar e discutir a derivada
fraciondria local (DFL) e sua utilizacdo em fungoes nao diferencidveis classicamente.
As propriedades que foram apresentadas, a saber, série de Taylor-Riemann, regra da
cadeia e a regra de Leibniz, exigem das func¢oes envolvidas a diferenciabilidade cléssica
e mesmo a analiticidade | , , ,

], neste sentido ressaltamos aqui que essas propriedades foram discuti-
das devido a importancia no contexto geral do calculo fraciondrio, embora nao tenham

utilidade direta com relagao a nossa meta principal.

3.3 Alguns Exemplos

Dedicamos esta secao ao calculo de derivadas e integrais fracionarias de algumas
funcoes. Em geral, encontrar a derivada ou integral RL de uma funcao pode ser muito
dificil devido aos calculos envolvidos. Sendo assim, consideraremos nesta secao alguns
exemplos de fungoes familiares mas que serao de grande utilidade para o desenvolvimento

e compreensao deste trabalho.
A fungao f(z) = a?

Pela definicao de Riemann-Liouville, fazendo o limitante inferior a = 0, temos que a

integral fracionaria de f(x) = 2P é dada por:

d9xP 1 v yP
— d 0.
dx? T(—Q)/o (w—gyrt ¥ 17

Aplicando a mudanca de variavel y = zu obtemos:
dizP 1 ! xPuP
= / T du
dxd I'(—=q) Jo (z— zu)it!
P+l p—a-1 1 uP
= / du
[(=q) Jo (1 —wu)rt

= F(—q)B(p+1’_Q)

com p > —1e q<0,sendo B(z,y) a funcao beta (veja Apéndice B). Portanto, obtemos:

dixP Llp+1) .,
= <0,p>—1. 3.42
I T Tp—grnt o 1<0P (3.42)
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Para a derivada fracionaria, isto é, paran — 1 < ¢ < n temos que por 3.10:

dixP B d"r d9 "xP
dz?  dx™ dxa "
dn rp—atn 1 uP
= / du
d" [r<n—q> o A—wrh
Fp+1)
= ——— a1 ¢>0, p>-1. 3.43
gt 1) (343)

A partir das Equacoes 3.42 e 3.43 concluimos que para todo ¢ € IR a diferintegral* da
fungao f(x) = 2P, com p > —1 é dada por:

diar  T(p+1)

dxd F(p—q+1)

271 qelR p>-—1. (3.44)
Observemos o seguinte comportamento do limite abaixo:

seq<pouqg=p+mn,comneclN
=q I'(p+1) sep=gq (3.45)

00 caso contrario

d9xP
1
z—0 dxd

A funcgao constante f(x) =c

Para a fungao constante f(x) = ¢, com ¢ € IR, temos que a derivada de ordem ¢ > 0, é

dada por
N
ded  dam dzim
d?’L
- ( 5 | e )
- TL—(] dxn/ qn+1dy
e
N F(n —q) dm” —q+tn |,
c ar x4

I'(n—q)dz™ n—q
B c I'(n—q+1) -
= T - gl g (240
= mxﬂ]’ (347)

“Nome dado ao operador que representa simultaneamente a derivada (¢ > 0) e a integral (¢ < 0)
fraciondrias.
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onde n — 1 < ¢ < n e sendo utilizado em 3.46 o resultado 3.44. Assim, por exemplo,

tomando ¢ = %, obteremos:

x#0 (3.48)

CcC =

dx% VT X
1

sendo I'(1) = /7 (veja Apéndice B). Isto ¢, dd—ic # 0 sempre que ¢ # 0 com x # 0.
xr 2

1
Observe ainda que em x = 0 *-¢ nao existe, sendo esta umas diferencas fundamentais

dx?2
entre a derivada cldssica e a fraciondria. A DFL | | (ou derivada
KG), que apresentaremos no préximo capitulo foi desenvolvida com o interesse de corrigir

este fato.
A fungao exponencial f(z) = e*
Pela expansao de Taylor de e temos que:

c _ZP(jJrl)

Jj=0

para todo x € IR Diferenciando (integrando) fracionariamente termo a termo e usando
3.44 obteremos:

[e.e]

dqex . dq Z l’j
dx? dx? = I'(j+1)
= digd 1

s dz? T'(j + 1)

Jj=0

= (L'_q _—
Z '(j—q+1)

CC]
— T,.—q,—T
e Zr(j—q+1>

j=0
= "z (=g, x),

ZEk

onde v*(q,x) = e ° Z m é a fungao gama incompleta (veja apéndice B).
k=0

Funcgoes Trigonométricas

Para as fungbes trigonométricas sen (z) e cos(x) com 0 < ¢ < 1, temos a seguinte

relagao: )
disen(x)  d? ' cos(x)
= , 3.49
dx? dxa-1 (349)

De fato, das expansoes em série de Taylor temos

. = (_1)j 2j+1 B - (_1)j 2
senx—;mxj e cosx—; (2j)!xj’ (3.50)
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utilizando as regras de diferenciagao (integragao) fraciondria termo a termo e usando a

equagao 3.44, obtemos que para 0 < g < 1:

d9sen x
dz?

do-!
dxi—1

COsS T

A~ (=1 o
dzt ; 2j+ )"

0

(=17
(2j + 1)! dat
(-1 T(2j+2)
27+ DIT(2j —q+2)

2j+1

<.
Il

2j—q+1

INNgE

]:

2 (-1

J=0

x2j—q+1

)]I‘(2j S (3.51)

= o,
B (29)! dze”

x2j*q+1

)!
(1) T(@2j+1)
2 (2! T2 —q+2)

‘,L,2]*q+1

(_1)j e _—q s (3.52)

Das igualdades em 3.52 e 3.51, concluimos 3.49, isto é,

d?sen (z)

di! cos(x)

= . (3.53)

dx? dxa1



Capitulo 4

Derivadas Fracionarias e o Expoente de Holder

Neste capitulo, temos por interesse definir o expoente de Holder de uma funcao
f € C(la,b]) e relaciond-lo com a derivada fracionédria de Riemann-Liouville de ordem
0 < g < 1. Mais que isso, veremos um resultado que garante a existéncia de derivadas
fracionérias de ordem 0 < ¢ < «, desde que a fungao possua expoente de Holder 0 < av < 1
[ |. Este resultado é de grande valor devido a dificuldade inerente ao calculo
de derivadas fracionarias mesmo quando se trata de fungoes mais simples. Como exemplo,
calcularemos o expoente de Holder da fungao de Weierstrass 2.10, constatando a sua difer-
enciabilidade no sentido fracionario. Introduziremos em seguida a definicao de derivada
fraciondria local (DFL) | ] tendo em vista a possibilidade de
analisar localmente uma FCND. Desta definicao serao obtidas interessantes extensoes,
como a expansao de Taylor fraciondria, por exemplo. Apresentaremos também as gener-
alizagoes dos resultados do calculo classico: teorema de Rolle e condigoes para méaximos

e minimos | ].

4.1 Condicao de Holder

Introduziremos agora a defini¢ao da condigao de Holder, também conhecida por condicao
de Lipschitz de ordem. O expoente de Holder tem um papel fundamental com relacao aos
principais resultados que pretendemos apresentar estando intimamente ligado a diferencia-
bilidade fracionaria de uma funcao, exercendo papel andlogo ao da condi¢ao de Lipschitz

no caso da diferenciabilidade classica.

Definigao 4.1.1 Seja f : [a,b] C R — R Dizemos que f(x) satisfaz a condigao de
Hélder de ordem 0 < a < 1 (ou simplesmente f(x) é a-Hélder) em [a,b], se para cada

xo € [a,b] existir 6 > 0 tal que se |x — xo| < 0 entao
|f(z) = f(@o)| < M |z — x0]*, (4.1)
para algum M (nao dependendo de x e xy), x,xo € [a,b]. O valor a é chamado de expoente

de Holder da funcao f em x.

29
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No caso de @ = 1 dizemos que a funcao satisfaz a condicao de Lipschitz e observemos
que se f(x), para todo = € [a,b], é a-Holder com o > 1, entdo f(x) é constante neste

intervalo. Como exemplo, calculemos o expoente de Holder da funcao de Weierstrass.

Lema 4.1.1 Sejam A > 1 e W, :[0,1] — IR, definida por

Wi(z) = i A= gen (X" ) (4.2)

n=1

onde 1 < s < 2. Entao, para x e x + h € [0, 1], existe ¢ > 0 tal que:
[(Wi(z + h) — Wy(z)| < c|h|*~*. (4.3)

Prova: Dado 0 < h < A7!, seja N € INtal que

AV << AV, (4.4)
Dessa forma

N
|[Wi(x+ h) —Wy(z)] < Z A= sen (A" (2 + h)) — sen (A" (z))] (4.5)

n=1
+ Z A= |sen (A" (2 + h)) — sen (A" ()| (4.6)

n=N+1
N o'}
< Z)\(S—Q)n)\nh+ Z 2)\(5—2)n)\n
n=1 n=N-+1

onde usamos acima para a soma finita que [sen (u) — sen (v)| < |u — v|, consequéncia do

teorema do valor médio; para os termos restantes, |sen (u)| < 1. Portanto

N 00
[(Wi(z + h) — Wy(z)| < Z/\(S—Q)n)\nh+ Z 9\ (5-2)n
n=1 n=N-+1
()\8—1 — )\(8—1)(N+1)) 9 )\(5=2)(N+1)
1— st 1 — \s—2

(/\(sfl)N _ 1) 2)\(372)(N+1)

DR g v
)\(s—l)N 2)\(5—2)(N+1)

h1 IVt v (4.7)

= h

IN

Agora, usando a relagao 4.4 em 4.7, obtemos
(Wi(z + h) — Wy(x)| < ch®® (4.8)

onde ¢ > 0 é independente de h. []
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Lema 4.1.2 Seja 0 < a < 1. Se f:]0,1] = IR com f(0) =0 é a-Hélder em [0, 1], entdo
a extensao de f, g : (—o0,1] — IR, dada por

¢ a-Holder em (—oo, 1].

Prova: Sendo f a-Holder, temos que existe M > 0 tal que para todo x,y € [0, 1]
[f(x) = fy)| < M|z —yl|*

Sejam z,y € (—oo, 1], analisemos os seguintes casos:

1. Se z,y € (—00,0], entao:

l9(z) —gw)| = [f(z) = fly)|=0
< M|z —yl";

2. Se z,y € (0, 1], entao:

lg(x) —g(y)| = [f(z) = f(v)]
M |z —y|*;

IA

3. Sex € (0,1] e y € (—o0,0], entao:

l9(z) =g = [f(z) = f(O)]
< Mz—0["<M|x—y|”.

4.2 Ordem de Derivagao Fracionaria e a Condicao de Holder

Apresentemos agora o resultado que estabelece condigoes suficientes para a existéncia
de derivadas fracionarias de ordem 0 < < «, uma vez que a funcao em questao satisfaca
a condicao de Holder de ordem 0 < o« < 1. Sem perda de generalidade, considere o limite
inferior, do qual a derivada fracionéaria depende, igual a 0. Isto é:

dPflzy 1 d [* -
dz? _F(l_ﬁ)%/o fy)(x—y) dea 0< @<l

Teorema 4.2.1 Sejam 0 < 3 < a < 1 e f(x) uma funcio a-Hélder em [0,1] tal que
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f(0)=0. Se g:(—00,1] — R € a extensao de f definida por

(2) = flz) se0<ax<1
= f(0) sex <0 ’

dPg(x)

entao —;

existe para todo x € [0, 1].

Prova: Por consequéncia do lema anterior temos que
lg(x) —g(y)| < M |x —y|*, para algum M > 0 independente de x e y. (4.9)

Assim, para € > 0 e z € [0, 1], definamos

Dos0) = =y [ o =) Py

Lema 4.2.1 Para x € [0,1], o limite lim, o+ fow_e(:zr — ) Pg(y) dy emiste.

Prova: Dado A > 0, sendo g(x) continua em (—o0, 1] e constante em (—oo, 0], temos que

g(x) é limitada. Isto é, existe R > 0 tal que |g(x)| < R, para todo x € (—o0, 1]. Seja

(€n)new uma sequéncia de nimeros positivos que converge para 0. Entdo existe N € IN
1

Mk@Yﬁ

2R
Para n,m € I\, tais que n > m > N e para x € [0, 1], sendo § — 1 < 0, temos que

tal que paran € INcom n > N: ¢, < (

t/ @—y>ﬁmwd4 < /‘ <x—w*ﬂmmm4
< |/ (x—y)‘ﬂRdy‘
_ |Bla—y) P
N 6_1 T—€n

R[e;f“ _ 67—Lﬁ+1]
_ e
R —6+1 —6+1
< (Em) + R<€n)
1-3 1-3
A A
ANTIEANY
< 973

Assim, a sequéncia de funcoes ( fox_s" (x —y)Pgy) dy) ¢ de Cauchy e, portanto, con-
nelN

r—€

0
cada z € [0,1]0. Denotemos tal limite por [ g(y)(x —y)~ dy e definamos

verge uniformemente em [0, 1]. Logo, o limite lim, o+ (x —y)Pg(y) dy existe para

ey R (4.10)
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dPg(x)
dxzB

Podemos observar que pela defini¢ao de derivada fraciondria que g _4(v) = . Entao,

para e >0 ez € [0,1]

L(1— A)g,_p.(x) = gz — e — 8 / (x— ) g(y) dy

sendo acima usada a regra de Leibniz! para o célculo de 91_p.(x). Por outro lado, se

€ (0, 1], entdo podemos escrever:

D(1-B)g,_s.(2) = — [9(z) — g(z — ] P+aBg(z) +0 / Ty (gla) — 9(y) dy.
(4.11)

Lema 4.2.2 lim,_o+ ¢ ?(g(x) — g(x — €)) = 0, para todo = € [0, 1].
_1
Prova: Dado A > 0 tome § < (%) °=F sendo M > 0 de 4.9. Assim, dado = € [0, 1], se

0 < e < 6 entao

M e*
<

< = Me* P < M§* B =\
eb

‘g(fﬁ) —g(z—¢)
h

Lema 4.2.3 O limite lim._o+ [} “(x —y) " (g9(x) — g(y)) dy eziste para x € [0,1] .

Prova: Fixando arbitrariamente A > 0, seja (€,)new uma sequéncia de nimeros reais
1
. . ~ . — a—F
positivos convergindo para zero. Entao existe N € INtal que n > N: ¢, < (%)

com M >0 de 4.9. Sejam m,n € INtais que n >m > N e x € [0, 1]. Entao

Y

/:% (x—y) " g(z) — g(y)) dy‘ < /:" 2 =47 lg(e) — g dy‘

€m —€m

< | M- y|°‘—ﬁ—1dy’
B M - s y=r—e€n
= =3 ﬁ(fr y) o
= &J_Wﬁ ‘(En)a_ﬁ - (Em)a_ﬂ‘
M
S a-g (Ien)* ™| + [ (em)* 7))
M (Ma—=p8)  Ma—=p8)\ _
< a—ﬁ( oM 2nr )_A‘ =

1Sejam a(t) e b(t) definidas e com derivada continua em t; < t < t5. Seja f(z,t) continua, com %{

contlnua num dominio do plano x — ¢ que lnclul t E [t1,t2] e x € [a(t),b(t)], entdao para t; < t < ta:
) Of(x,
dat f y (@ t)de = f(b(t), )’ (t) — f(a(t), t)a'(t) + f o fét D) g
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Entao para cada x € [0, 1], a sequéncia de fungoes

([ -0t - sty

nelN

é uma sequéncia de Cauchy, portanto uniformemente convergente. Logo o limite

lim (x —y) " glx) — gy)) dy

e—=0t Jo

existe e denotaremos por [ (z —y) 7 (g(z) — g(y)) dy. Assim, definamos para z € (0, 1]

h(z) = g@)z? + / "= y) PN (g(e) — 9(y) dy, (4.12)

isto é, h(x) ¢é o limite de I'(1 — 3)g; g (z) em (0, 1] (equacao 4.11) para ¢ — 0*. Note
que para € > 0 dado

P(L— B)g, 5. (0) = T(1—p) (g<—e>eﬂ -5 f ) gy dy)
= 0.

Fagamos entao h(0) = 0. Como, para ¢ — 0%, g{ 5 (v) converge uniformemente para

h(z
F(1(7)5) em (0,1] e

P'(1=5)g15.0) = h(0) =0,

para todo € > O, concluimos que - x) converge uniformemente para h(f) em 0,1 .
91 Be S r1-s)

Lema 4.2.4 h(z) € continua em [0, 1].

Prova: Como g(x) é continua em [0, 1] entao h(z), por sua prépria defini¢ao, é continua
em (0, 1]. Portanto, basta mostrarmos a continuidade de h(z) em x = 0, isto é,

lim h(z) = h(0) = 0.

Tim A2 = H(0)

1

Dado A > 0, tome ¢ > 0 tal que § < (%) 7 Sexe [0,1] de forma que x < 0 entao

el = |5 [ o) — gt o)+ g(sc):cﬂ\

< B/O l9(x) — g(y)||z —y| 7 dy‘ +g(y) — g(0)|y™*
< |8 / M — )t dy‘ Mo
0
a—B19=7%
— MB {_M} oM B
a—0 ],
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xoh
= Mg + Mz P
a—pf
xe P
= M
a—— 5
a—p3
= M <A\
a—— 5
Logo h(z) é continua em z = 0. Portanto h(x) é continua em [0, 1]. O
Entéo, para z € [0, 1],
91-5(2) = 91-5(0) = 1Iim (g15.() = 91-5.£(0))
= i 1 d
Jim | Gopey) dy
= /O lim gy 5.(y) dy

1 X
= —F(l—ﬁ)/o h(y) dy.

Entao, pelo Teorema Fundamental do Célculo

h(x)

Grp(z) = - 3) (4.13)

para todo x € (0,1). Consideremos agora os pontos z =0 e x = 1.

g1-p(x)—91-5(0) _  g(0) =0

Lema 4.2.5 lim, o+ — =g =

Prova: Dado A > 0, da continuidade de h(z) em z = 0, existe § > 0 tal que se < 0,
com z € [0, 1], entao |h(z) — h(0)| < I'(1 — B)A. Entao, para z < §:

91-p(x) — 91-5(0) 9(0) I N
z S TA-8)| F(l—ﬁ / h()dy’

T3 / |h(y) !dy’

< m/o ra ﬁ”dy'

1
= =79 ['(1-p)\z

= A. D

IN

Entao, g1_g(x) possui derivada a direita em z =0 .

Lema 4.2.6 lim, - #=20-000) — A1
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Prova: Dado A > 0, da continuidade de h(x) em = = 1, existe § > 0 tal que se [z —1] < 6,
com z € [0,1], entao |h(z) — h(1)| < T'(1 — B)A. Entao, para |z — 1| < 0:

91—5(1i:i1_5(1f) = F(}ll(i)@)‘ _ P(ll—ﬂ) llix /xl h(y) dy — h(l)‘
N P(ll—ﬂ) ’1ix/;h(y) —h(l)dy—h(1)+h(1)‘
= I‘(ll_ﬂ) 1; /; [h(y) — h(1)|dy
T - x);(l — g o= B)dy
~ .

Entao, g1_g(x) possui derivada a esquerda em = = 1.

Provamos entdo g s(z) existe para todo = € [0, 1] e, ainda

h(x)
para todo z € [0, 1]. Portanto concluimos que dfli(;) existe em [0, 1]. 0

Pela equagao 4.8, a fungao de Weierstrass é (2—s)-Holder em [0, 1], com 0 < 2—s < 1.
Observemos ainda que W, (0) = 0. Portanto, decorre do teorema acima que a funcao de

Weierstrass possui derivadas fracionarias de ordem (3, com 0 < § < 2 — s.

4.3 Derivadas Fracionarias Locais e a Condicao de Holder

A definicao de derivada fracionaria que vimos no Capitulo 3 difere em alguns as-
pectos da derivada de ordem inteira. Inicialmente, podemos notar a partir da equacao
3.10 que, exceto para ¢ inteiro positivo, a g-ésima derivada é nao-local uma vez que de-
pende de um limite inferior que denotamos por a. Ainda, de 3.47 e 3.48 temos que a
derivada fraciondaria da fungao constante além de nao ser igual a zero, pode até nao ex-
istir. Neste sentido, a derivada fracionaria de Riemann-Liouville nao pode ser utilizada
para se fazer analise local de FCNDs. Desta forma, se temos o interesse de investi-
gar propriedades locais de FCND utizando as derivadas fracionarias, precisamos de uma
modificacao adequada desta definicao. A construcao de um operador local de derivacao
fracionéria requer que os dois fatos mencionados possam ser corrigidos. Kowangar e Gan-
gal [ ] e, mais tarde, Adda | |, a partir
da definicao de derivada de Riemann-Liouville, obtiveram tal modificacao da seguinte

maneira;:

1. Para limitante inferior toma-se o ponto ao qual tem-se interesse em estudar o com-

portamento da funcao;
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2. Subtrai-se da funcao o valor que ela assume no ponto que desejamos analisar, desta

forma cancelamos o efeito do termo constante.
Formalmente, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 4.3.1 Seja f : [a,b] — IR uma fun¢do continua. Chamamos de derivada fra-
ciondria local a esquerda (respectivamente a direita) de ordem q da funcgdo f(x) (denotada

por DUf(z0)) no ponto xo € [a,b] a sequinte quantidade

ey g @) = f()
D f (o) xLI§ Ao e 0<ast (4.15)

Observemos diretamente da defini¢do que para a fungao constante f(z) = C:
DiC =0, com0<gq<I. (4.16)

Ainda, para ¢ = 1 a DFL se reduz a derivada usual:

D, f(zs) = lim d(f(x) = f(zo) _ (. df(@) _ df(z) _ df(wo)

v—zt  d(@—m)  a—wed(x—wx) dx—x0)  dx

Agora, definindo:

d?(+(f(x) — f(20)))

F(zg,£(z — x0);q) = [d(E(z — 20))]7

para 0 < ¢ < 1, claramente F(xg,0;q) = D% f(xq). Assim, considerando o caso x > xg (0

outro é analogo) e supondo que vale 3.38, temos que

fle) = flao) = ﬁ /0“/"9”0 F(zo,y;q)(x —x0 — y)* ' dy

L[ Fluo,y;q)(z — 20— y)0 p=o=s0  [*% dF (20,1 q) (x — zo — )1
— {_ (x()uyu Q)(SE’ To y) 0 + / ($07y7Q) (SE To y) dy}
0

I'(q) q y=0 dy
D9 f (o) (2 — 20)?
I +q) + R,(x, x¢).
Isto é,
ﬂﬂzf@d+%¥%%@—ﬂW+Rwu%) (4.17)

Sendo entao obtida uma “expansao fraciondria de Taylor” de ordem ¢ € (0,1). O que nos

leva ao seguinte resultado | : |:

Teorema 4.3.1 Seja f : [a,b] — IR uma func¢ao continua tal que DY f(xq) existe para
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0 < g < 1. Entao se vale 3.38, temos que

) = fan) 4 S (= )+ R ), (4.18)
e e e AL

lim Ri (xy Zo, Q)

T 0. (4.20)

Prova: S6 nos resta provar 4.20. Temos que

Rz, xo,q) 1 /H”O dF(x0,y;q) (x — To — y)q dy. (4.21)
0

(x —x9)e  T(1+4¢q) dy T — X
Como, %‘gy‘ < 1, obtemos que
|R($,1’0>Q)| _ 1 /Jj_wo dF (o,y;q) (x—ﬂﬁo—y)q dy
(x — x0)? L(1+4q) J, dy T — o
- 1 / | dF (0, Y5 q) ay
I'(1+4q) Jo dy
1
= Titq ([F (w0, x — o3 q)| — [F(20,0; ¢)|)
1
= Titgq (|F (0, x — o3 q)| — D f(20)]) -
Como
a:h_g:lo F(xOJ T — Zo, Q) - qu(x(])?
obtemos 4.20, concluindo assim a prova. O

Consideremos a partir de agora, salvo mencao contraria, fungées f € C([a,?b], R)

satisfazendo a condigao 3.38.

Corolério 4.3.1 Seja f : [a,b] — IR uma fungao continua tal que DY f(xq) existe para
0<qg< 1. Entao

DY f(xo) =T(1+4q) lim £(f(z) = f(z0))

rozd |z — 20|

. 0<g<1. (4.22)

Corolario 4.3.2 Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua e 0 < g < 1. Se f(x) € q

diferencidvel em o € I, entao f(x) é continua neste ponto.
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Prova: Como f(x) é ¢q diferencidvel em xg, temos que

lim f(z) = flzo) = T(L+q) lim jf((ﬁx_ fiﬁ?iq (i(jrtgf;;;))q)
i Dy G20
N mliglo Dif(x()) F(1+q)

= 0.

Corolario 4.3.3 Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e 0 < q < 1. Se f(x) é
diferencidvel em xy € [a,b], entao DI f(xq) = 0.

Prova: Como f(z) ¢é diferenciavel em xy € I, temos que

DY f(zy) = T(1+q) lim £L&) = /(@0))

z%xat |5L‘ - x0|q
+ —
= I'(1+¢q) lim (/) = Flwo)) lim |z — 2q|'™?
T—x] ‘.T — $0| r—m:(T
= ['(1+q) lim I (o) lim |z — x0|' "7 = 0.

Proposicao 4.3.1 Sejam f,g : [a,b] — R continuas e q diferencidveis (0 < g < 1), em
xo € [a,b] e seja A € R Entdo f+ g, \f e fg sdo q-diferencidveis em xo e valem:

(4) DL (f + g)(wo) = DL f(z0) + DLg(20);
(”) in/\f(xo) = /\Dif(xo);

(1) DL(fg)(wo) = g(x0)DLf (o) + f(20)DLg(xo)
: q i r) — 9(x0) D% f (o) — f(w0)DEg(xo) se alx em todo la
i) oL (L) @) o ~ se.(x) £ em todo [a,b]

Prova: Como (i) e (i7) decorrem diretamente, provemos (iii):

in(fg)(l“o) — F(l +q) lim :E(f(l’)g(iﬁ) — f(xo)g(xo))

a—a (£(z — 0))?
= T(1+q) lim +(f(x)g(x) — f<x0)(gi(2 w: Jx”s)x)oq)g(w) — f(w0)g(o))
ety e L1 0
= gtenr(+q) tim ST i)t SO 000)

= g(zo)DLf(zo) + f(20)Dig(xo).
O item (iv) segue de forma andloga.

Proposigao 4.3.2 Sejam g e f fungoes continuas em [a,b] e [g(a), g(b)], respectivamente.
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+

Seja Ty € (a,b) tal que Dg(xzq) e DS .+ f(g(xo)) existam, com s* = sign(Dg(x0)) e

a, 3 € (0,1]. Entao

DE’(f © g)(wo) = 5" DT = f(g(wo)) IDLg(o) |
Prova: Temos que

+(f(g(x)) — f(g(x0)))
(£ (2 — 20))*”
_ 2T @) - flg(x))) <8i +(g(x) - g(fﬁo)))a
(£ (g(2) = g(20))) '

Ainda, quando x — zF temos que, g(z) — g(ycg)j:si pois

+ ‘Dig(ﬂﬂo)‘

g9(x) = g(xo) + £ 5

onde Rj(r) — 0 quando x — z7. Concluimos entdo que

DE’(f © g)(wo) = s*DY = f(g(w0)) (s D g (o))" 0

Proposicao 4.3.3 Seja f uma fun¢do continua em [a,b] a-diferencidvel em zo € (a,b),

com (0 < a<l1.

(1) £D*f(xo) >0 30 >0 tal que V€ (xg—0,x0), £(f(x)— f(xg)) > 0;
(it) £DT f(xo) <0< 30 >0 tal que YV € [xg,z0+9), £(f(z) — f(x)) <O.

Prova: Do teorema 4.3.1, temos que para > 0 suficientemente pequeno e z € (z¢— 9, x|
ou x € [xg, o+ 9]),

(@) = f(xo) = £ s¥[DLf (o) [(£(z — 20))*(1 + Re(2)), (4.23)

com st = sign(DYf(xp)) e Ri(xr) — 0 quando * — xp. Observemos que o sinal de

+(f(x) — f(xg)) é sT. Isto conclui a prova.

Proposicao 4.3.4 Seja f funcdo continua em [a,b] a-diferencidvel em x¢ € (a,b), com
0 <a<1. Entao

(i) D f(xo) >0 e DS f(zo) <0 & g€ mdzimo local;
(i) D% f(xo) <0 eDF f(xg) > 0 & x9 € minimo local,

Prova: (i) (=) Decorre diretamente da proposicao 4.3.3.
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(<) Sejaxg € (a,b) um maximo local. Existe § > 0 tal que para todo z € (z¢—9, z¢+9)
teremos f(x) — f(xzo) < 0. Para todo = € (z — 8, 7o) temos que L2210 > 0 Tomando

—(IE—SE())O‘
o limite obtemos D* f(xy) > 0. Para todo = € [xg,zo + d), como f(z)— f(xy) < 0, temos
que % < 0. Obtendo, no limite, D¢ f(x¢) < 0. A prova para (i7) é similar.

Teorema (Rolle) 4.3.2 Seja f uma fung¢ao continua em [a,b] a-diferencidvel com 0 <
a <1 tal que f(a) = f(b). Entdao existe xy € (a,b) tal que

D2 f(zo) = 0 e DS f(xo) <0 ou D f(z9) <0 eDF f(zo) =0

Prova: A prova segue da proposicao 4.3.4 como no caso classico.

Apresentaremos agora dois resultados que relacionam a DFL e a condi¢ao de Holder.
No proximo capitulo, retomaremos estes resultados com o interesse de apresentar uma
conexao entre DFL e a dimensao do grafico da fungao em questao. A partir de agora, con-
sideremos D f = DY f, salvo menc¢ao contraria. Antes, consideremos a seguinte definigao:
Definicao 4.3.2 Definimos por ordem critica de f em xy o valor

a =sup{q € (0,1); Df(zy) existem}. (4.24)

Teorema 4.3.3 Sejam f : [a,b] — IR uma fungdo continua e o € (0,1).

a) Se 0 < q <1 € tal que
DIf(zg) =0, paraq <« (4.25)
para todo xy € (a,b), entdo f(x) é a-Hélder em (a,b).
|f(x) — f(xo)| < Ml|x — z0|*, para algum M > 0.

b) Se ezistir uma sequéncia x, — xq, tal que

)
onmzo (2 — o))

= do00, paraq>«
para todo xg, entao |f(x) — f(xo)| > M|z — x|*.
Prova: a) Como D?f(z) = 0 para todo 0 < ¢ < 1 tal que ¢ < «, temos que

D () = (1 + ) lim 10 =F ()

T—x0 (x — a:o)q

=0.
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Assim, para dado € > 0 existe § > 0 tal que |z — zo| < § entdo

I'(1+q) ‘% <e,
isto é:
f(@) = f(wo)| < ﬁygg — xol?, para todo ¢ < .
Logo

|f(z) = f(xo)| < M|z — m0]®,

para |z — xo| < 0.

b) Se para todo ¢ > «, existe (x,) tal que

o @) = £ o)

oo [d(2p — 0]t

=00, paraq>«

para qualquer zy € (a,b), entdo para cada R > 0 arbitrario, existe § > 0 de forma que

4 f(zn)—f(zo

para algum ng € IN, |z, — 2| < J e FCEIT J > R, para todo n > ng. A partir da

condicao 3.38 temos que

d* d*[f (zn) — f(0)]

f(@n) = f(zo) = [d(z,, — xo)]~¢  [d(xn, — 0)]9

entao,
R [ ”
e = o) = g [ty
— R q

Ou seja, fazendo |z, — xo| = §, podemos dizer que existe x € (a,b) com |z — xo| < J, tal

que

f(.fl') - f(fL'()) Z k15q7 para kl = F(qu—l)' (426)

Se tivéssemos
() — ()

en—zo  [d(x, — )]

=—00 ¢q>aq,

para qualquer z € (a,b), entdo para dado R > 0 arbitrario, existe § > 0 de forma que

4 f(xn)—f(x0)

para algum nyg € IN, |z, — x| < J e TCREIT l < R, para todo n > ng. A partir da
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condicao 3.38 temos que

e = fa) < g [y
_ |z, — xo]?
C O T(g+nTt

ou seja, fazendo |x,, — xo| = 0, temos que para |x — zo| < J, com ¢ > «

f@) = flwo) < ko lv —wol?,  para ks = 7 (4.27)

Obtemos de 4.26 e 4.27 que para |z — xo| < §, com q > «
|f(x) = f(xo)| = M|z — x| O (4.28)

Teorema 4.3.4 Sejam f : [a,b] — R fungdo continua e o € (0,1).
a) Supondo que
|f(z) = f(zo)| < M [z — o],

onde M >0 e |z — x| < 0, para algum § > 0. Entao

@)
leIEo [d(xz — )] =0, poag<a

para todo o € (a,b).

b) Suponha que para cada o € [a,b] e para cada § > 0 exista x tal que |z — xo] <6 e
|f(z) = f(o)] = M 6",

com M >0 e d < dy para algum oy > 0. Entao exriste uma sequéncia x, — Ty tal que

i @ () = F(o))

wto (A2 — 20)]t

=400, ¢>«

para todo xy € [a,b] e 0 < g < 1.

Prova: a) Supondo que exista uma sequéncia x,, — xq tal que

lim

= :l: Y < Y
T S 00, paraq <o

com zy € (a,b). Entdo, pelos argumentos usados para conclusao de 4.26 e 4.27, terfamos
que

[f(2) = f(xo)| = Ml — ol (4.29)
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isto é, uma contradicao. Logo

i @ (@) = S @0)

zn—zo  [d(z — 20)]?

= A para g < ae A constante.

Entao, para € > 0 suficientemente pequeno de forma que ¢ + ¢ < «, tomando a derivada

de ordem € temos que, para x — xg:

W)~ f)
Az -zl T -zl
A

= m(z — )",

Como —A—(x — 2¢)™° — o0, quando  — 3, obtemos novamente uma contradicio, a
T(1—¢) v ’ ’
nao ser que A = 0.

b) Suponha, por absurdo, que para toda sequéncia de pontos x, — z, tenhamos

. Q@) = F(20)

=M< todo ¢ > a. 4.30
A @ =20 oo, paratodo ¢ > « (4.30)

Entao, pelo Corolario 4.3.1 e como vale 3.38, temos que

D f(z0) = T(1 + q) lim L&) = /(@)

( )7 =M < oo, paratodoq> a. (4.31)
Tn—T0 Tn — X

Logo, para cada ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que |z — xo| < § implica que

f(zn) — f(20)

() — x0)1

I'(1+q) — M| <e, paratodoq>a (4.32)

isto é,
(IM] +¢)
['(1+q)

Concluimos entao que |f(x,) — f(xo)| < K|z, — x0|*, 0 que é absurdo. O

’f(ajn) - f(l‘o)' < ’xn - x0|q7 para todo q > . (433)

Concluimos entao, a partir dos dois ultimos resultados, que o expoente de Holder e a

ordem critica sdo equivalentes | ]-



Capitulo 5

Dimensao de Graficos de Funcoes Continuas

nao Diferenciaveis

Neste capitulo apresentaremos resultados que relacionam a dimensao do grafico de
uma funcao real continua com seu expoente de Holder, obtendo assim uma interessante
relagdo entre a ordem da DFL | , ] e a dimensao
do gréafico de uma funcao continua. Na verdade, nosso interesse maior estda nos graficos
de fungodes reais continuas que sdo fractais (por exemplo a funcao de Weierstrass 2.10).
Trabalhos recentes | , ] indicam conexoes entre a dimensao
do grafico de uma funcao fractal e a ordem de derivacao fracionaria. Nas proximas segoes
trataremos brevemente da teoria dos fractais, tendo em vista a definicao de dimensao box-
couting, com o interesse de se obter resultados que possibilitem o calculo da dimensao de

graficos de fungoes reais continuas.

5.1 Fractais

5.1.1 Introdugao

Grosso modo, fractais sao objetos possuindo dimensao nao inteira. Convencional-
mente, a dimensao de um objeto é dada por um inteiro positivo e esta é definida através
do numero de coordenadas necessarias para especificar completamente o objeto dado.
Desta forma, quando se leva em conta objetos que possam apresentar dimensao nao-
inteira temos que admitir uma outra maneira de se definir dimensao de forma que esta
nova definicao independa das coordenadas. A intuicao para tais defini¢coes provém das
idéias basicas de comprimento, area e volume. Um procedimento intuitivo para obtencao
de dimensoes fracionarias pode ser dado da seguinte forma: se quiséssemos encontrar o
comprimento de uma curva suave, poderiamos tomar uma régua de tamanho ¢ e demar-
car a curva em intervalos regulares com o auxilio da régua. O comprimento C' da curva
¢ igual ao produto 0 N(d), onde N(§) representa a quantidade de marcas de tamanho
0 feitas na curva. Para tornar esta aproximacao do comprimento da curva mais exata,
temos que tomar uma régua menor. Esperamos assim que, enquanto § se aproxime cada

vez mais de 0, a quantidade C' permaneca limitada e se aproxime de um limite. O pro-

45
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cedimento descrito acima serd o mesmo quando tratarmos de dreas e volumes, sendo que
nestes casos utilizaremos quadrados de lado 0 e cubos de aresta d, respectivamente, como
meio de se obter a dimensao almejada. Entao, a area A e o volume V serao dados por
A = lims_62N(6) e V = lims_o >N (). Observemos que as poténcias de § correspon-
dem as dimensoes dos objetos (conjuntos). Note também que para um “pedago” de plano
o comprimento ¢ infinito, a area ¢é finita e o volume ¢é zero. O valor da dimensao para
o qual ocorre o salto do infinito para o zero é chamado de dimensao caracteristica do

conjunto. Retomaremos estas idéias mais a frente com o interesse de formaliza-las.
5.1.2 Definigoes

Existem varias defini¢oes de dimensao fractal, cada uma com suas vantagens e desvan-
tagens. Apresentaremos aqui duas das mais importantes e utilizadas defini¢oes de di-
mensao. Contudo, antes das definicoes, é interessante ressaltarmos algumas das pro-

priedades desejaveis ao se definir dimensao. Dados os conjuntos E,F C IR', entao
[ J:
1. Monotonocidade: Se E C F, entao dimF < dimF'.

2. Estabilidade: dim(F U F)=max(dimE,dimF’).

3. Estabilidade Enumeravel: dim(Ug2, F;) = sup; ;< dimF;.

As propriedades 2 e 3 implicam, que ao combinarmos um conjunto com outros de

dimensao menor, a dimensao do conjunto resultante nao muda.

4. Invariancia Geométrica: As transformacoes T : IR* — IR" como rotacoes, translagoes,

dilatagoes e afim devem manter a dimensao de um dado F C IR"

5. Invariancia Lispchitziana: Se f : F' — IR"™ é uma funcao bi-lipschitziana, isto é

alr =yl <|f(@) - fW| < clr—yl, z,yeF,
onde 0 < ¢; < ¢y < 00, entao dimf(F) = dimF.

6. Conjuntos Enumeraveis: Se F' é finito ou enumeravel, entao dimF" = 0.

Esta propriedade é desejavel uma vez que a dimensao de um tnico ponto é zero e,
da propriedade de Estabilidade Enumeravel, qualquer conjunto enumeravel deve ter

dimensao nula.
7. Conjuntos Abertos: Se F' é aberto em IR", entao dimF' = n.

8. Variedades Suaves: Se F' é uma variedade m-dimensional continuamente difer-

enciavel, entao dimF = m.
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As propriedades 7 e 8 garantem que um conceito estendido de dimensao abranja

também a dimensao classica usual.

Vale observar que existem construgoes de dimensao que nao necessariamente satisfazem
todas as propriedades acima. Na verdade, das duas defini¢oes que serao apresentadas a

seguir, apenas a primeira, dimensao de Hausdorff, cumpre todos os oito itens.
Dimensao de Hausdorff

Introduzida pelo matematico Felix Hausdorff em 1918 e desenvolvida posteriormente
por Abram Samoilovitch Besicovitch, é uma das mais importantes defini¢oes de dimensao
devido a sua aplicabilidade em quaisquer conjuntos. Contudo sua caracteristica abstrata
a impossibilita de ser algoritmizada | .

Se U é um subconjunto nao vazio de R", o diametro de U ¢ definido por :
|U| =sup{|lz —y|: 2,y € U}.

Se {U;} é uma colegdo enumerdavel de conjuntos cujo didmetro é no maximo § > 0 e que
cobre um dado conjunto F, isto é, F' C U2, U;, dizemos que {U;} é uma d-cobertura de

F. Assim, para dado § > 0, definamos:

H;(F') = inf {Z |U;|°: F C U;’fle} (5.1)
i=1

onde s é nao-negativo. Na equacao acima, nds consideramos todas as d-coberturas
possiveis de F' e tomamos o infimo das somas das s-ésimas poténcias dos diametros.
A medida que ¢ decresce, o nimero de d-coberturas possiveis de F' diminui. Portanto,
H3(F) é uma fungdo mondtona crescente e se aproxima de um limite (finito ou +o0)
quando 6 — 0. Desta forma, define-se a medida de Hausdorff por
H(F) = (lsiil%Hf;(F). (5.2)
Este limite existe para todo conjunto F' C IR', podendo ser 0 ou oco. Assim, 5.2 é
chamado de medidade Hausdorff s-dimensional de um conjunto F', sendo esta medida
uma generalizagao dos conceitos de comprimento, area e volume.
A partir equacdo 5.1, observemos que para t > s se {U;} é uma d-cobertura de F,

entao temos que

SO =Y U < 60 U (5.3)

(2 3

e, tomando o infimo, H4(F) < §'5Hi(F). Portanto, vemos que tomando § — 0, se

H(F) < oo, entdao H'(F) = 0 para todo t > s. O valor de s para o qual ocorre o
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salto de 0 para oo é chamado de dimensao de Hausdorff' de F, denotada por dimgF'.

Formalmente
dimgF =inf{s > 0: H*(F) =0} =sup{s: H*(F) = oo}, (5.4)
isto é,

HA(F) = (5.5)

00, s <dimgkF
0, s > dimpgF,

conforme representado na figura 5.2.

oo

I CE)

dimyF

Figura 5.1: Gréfico (s, H*(F")) de um dado conjunto F'. O valor critico de s onde ocorre o salto
de 0 para oo é definido como a dimensao de Hausdorff.

Box-Counting

Dos métodos existentes para obtencao de dimensao fractal de um objeto, o chamado
box-counting é o mais utilizado devido a sua simplicidade e aplicabilidade numérica. Este
método também é conhecido na literatura como boz-dimension, entropia de Kolmogorov,
capacidade dimensional, etc | ]. Esta definigao relaciona comprimento, area
e volume de um dado objeto com seu diametro. Isto é, se considerarmos um quadrado de
lado unitario e tentarmos cobri-lo usando pequenos quadrados de lado €, a quantidade de
quadrados necessdria para esse feito serd 1/€%. Se tomdssemos um segmento de compri-
mento unitario ou um cubo de aresta unitaria e tentassemos cobri-los, respectivamente,
por segmentos de tamanho € e cubos de aresta € obteriamos, respectivamente, as quan-
tidades 1/€ e 1/€3. Nao é coincidéncia o fato de a dimensao do objeto em questao estar
diretamente relacionada a quantidade necessaria de objetos para a realizagao da cobertura

pretendida. A dimensao de um conjunto F' C IR" nao-vazio e limitado, pelo método de

! Alguns autores chamam de dimensdo de Hausdorff-Besicovitch.
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ALY
“““‘t“"

i

Figura 5.2: Cobertura de uma curva, uma superficie e um cubo sélido com uso de “cubos” de
aresta e.

“contagem de caixas” (boz-counting), é definida da seguinte maneira: para dado € > 0,
seja N.(F) o niimero minimo de cubos n-dimensionais de aresta e necessérios para cobrir
F. Se existir um ntimero d tal que N.(F) ~ 1/e?, quando ¢ — 0, entdo dizemos que a
dimensao boz-counting de F' é d e denotaremos este fato por dimgF’ = d. Portanto, para

¢ — 0 temos que d ~ —log N.(F')/loge, ou seja,

1
dimgF = lin — 108 Ne(F)

5.6
e—0 log e (5.6)

A nao existéncia do limite na equagao 5.6 nos leva a considerar a dimensao boz-counting

inferior e a dimensao box-counting superior, definidas, respectivamente, por

. . - lOg NE(F)
d F =1 _—
—lmB —lme—>0 loge
N — —log N.(F
TmpF = T, , o8 Ne(F)

log €

neste sentido, a dimensao box-counting é bem definida somente se dimzF' = dimpF'.

—lOgN€<F)

MBF = h_mEqO l
og €

(5.7)

Das propriedades de dimensao que comentamos anteriormente, a dimensao boz-counting
apenas nao satisfaz a propriedade de estabilidade enumeravel e, por isso, conjuntos enu-
meraveis podem nao ter dimensao nula. Por exemplo, considerando o conjunto dos
nimeros racionais no intervalo I = [0,1] e a cobertura deste conjunto obtida por uma
partigdo de I com intervalos de tamanho 6, entdo teriamos Ns(I) = 1/J. Dessa forma, a
dimensao box-counting pela definicao 5.6 sera 1. Contudo, devido ao fato de os nimeros
racionais serem enumeraveis, ou seja, reuniao enumeravel de conjuntos com dimensao 0,
devido as propriedades discutidas deveriamos esperar que a dim(Q N 1) = 0. Apesar de
fatos como este que acabamos de comentar ocorrerem ao considerarmos a dimensao box-

counting, esta definicao de dimensao é amplamente utilizada por fisicos sob o pressuposto
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que tais situagoes sejam patologias no mundo fisico | ].

Existem outras definicoes equivalentes a dimensao box-counting que, em algumas
ocasi0es, sa0 mais convenientes | ]. Introduziremos uma que serad utilizada
na proxima se¢ao quando precisarmos analisar a dimensao do grafico de uma fungao.

Seja FF C IR". Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, a colecao de cubos 2
{Im10, (mq + 1)d8] X ... X [my0, (m, + 1)0] : m; € Z}

¢ chamada de d-malha de IR". Seja N;(F') o nimero de cubos da §-malha que intercepta

F, pode se mostrar que | ]

i . — log N}(F)
dimpF = lim; log g
S —  —log Ni{(F
dimgF = lims_,g og N5 (F)

log &

Donde concluimos que a dimensao boz-counting pode ser obtida pelo método da d-malha,
isto é, ambas defini¢oes sao equivalentes.

A diferenga crucial entre as duas defini¢oes apresentadas reside na seguinte observagao:
na definicao da dimensao boz-counting a idéia é essencialmente cobrir o conjunto com
“caixas” de um tamanho fixo, enquanto que na dimensao de Hausdorff considera-se taman-
hos menores que um certo valor fixado. Vejamos tal diferenga em pratica. Consideremos o
conjunto dos racionais em I = [0, 1] e tomemos a seguinte cobertura M = QN I: sendo Q
enumeravel podemos indexar cada elemento de M por k£ € IN. Cobrimos assim o k-ésimo
racional com um intervalo de comprimento §/2%. Para s > 0, como a soma Y. §°/2%% ¢
limitada por K¢° (para algum K > 0) e, devido a K¢®* — 0 quando § — 0, temos que
para todo s > 0, H*(M) = 0 e, portanto, dimyM=0.

Uma importante relagao entre as dimensoes Hausdorff e boz-counting é obtida da
seguinte maneira. Se o conjunto F' pode ser coberto por Ns(F') subconjuntos de diametro
0, entao, pela equagao 5.1

H3(F) < Ny(F)8°.

Se 1 < H*(F) = lims_oH;(F) entdo, log Ns(F) + slogd > 0 se § é suficientemente
pequeno. Assim, s < lims_glog Ns(F')/ — logd, entao

dimy F < dimgF < dimpF.

5.1.3 Exemplos

Como meio de ilustrar a utilizacao das definicoes de dimensao apresentadas a pouco,

consideraremos aqui dois exemplos bem conhecidos de conjuntos fractais: conjunto de

2¢cubo” em IR é um intervalo, em IR? ¢ um quadrado, etc.
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Cantor e a curva de Von Koch. O grafico da funcao de Weierstrass também é um exemplo
de conjunto fractal, contudo trataremos deste exemplo na préxima secao. Para outros

exemplos | , , ].
Conjunto Ternario de Cantor

O conjunto Ternario de Cantor é construido a partir do intervalo I = [0, 1], por meio
de um processo iterativo que retira partes do intervalo I. Seja Cy = I. Tomemos como
C} o conjunto obtido de Cy sem seu ter¢co médio: C; = Cp \ (1/3,2/3), ou seja, C; é
formado pela uniao de dois intervalos, a saber [0,1/3] U [2/3,1]. Seguindo a mesma idéia,
Cy =10,1/91 U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1] é obtido por meio da retirada dos tergos
médios de cada um dos intervalos de C;. Continuando o processo da retirada dos tercos
médios dos intervalos que constituem os C_; para se obter os Cj (figura 5.3), obtemos
o conjunto ternario (poeira) de Cantor, dado pelo limite da sequéncia dos conjuntos Cj,.

Podemos observar que o conjunto Cj, consiste da unido de 2¥ intervalos de comprimento

Co

Ci

Cy
_ — S ——— - — Oy

S I e - I

Figura 5.3: Conjunto Ternéario de Cantor (Poeira de Cantor).

37%. Isto significa que precisamos de 2F intervalos de comprimento 37 para cobrir o
conjunto resultante no passo k-ésimo da iteracao. Assim, a dimensao boz-counting pela

equacao 5.6 é dada por log 2/ log 3.
A Curva de Von Koch

Consideremos, novamente, o intervalo Ky = [0,1]. Removamos o ter¢co médio (o
intervalo aberto (1/3,2/3)) e no seu lugar coloquemos, como mostrado na figura 5.4, um
triangulo equilatero sem base, obtendo-se o conjunto K que consiste de quatro segmentos.
Ky ¢é obtido tirando-se o terco médio de cada um dos segmentos que constituem K; e
colocando em seus lugares um triangulo equildtero sem base. Assim, K5 consiste de
4% segmentos. O limite da sequéncia K é o conjunto denominado curva de von Kock.
Podemos notar que no k-ésimo passo K}, consiste de 4* segmentos de comprimento 37%.

Portanto, a dimensao boz-counting da curva de von Kock sera log4/log 3.
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Figura 5.4: Curva de von Koch.

Estes dois exemplos dados acima, apesar de simples (e bem conhecidos), apresentam
muitas das caracteristicas tipicas de fractais. Em ambos os exemplos encontramos a
auto-similaridade, ou seja, cépias do proprio objeto em diferentes escalas apropriadas.
Ainda, mesmo em escalas arbitrariamente pequenas, encontraremos grande riqueza de
detalhes. Embora tais conjuntos sejam simples de se construir, dependendo apenas de
procedimentos recursivos, vale ressaltar que a geometria dos mesmos nao é facilmente

descrita pela geometria convencional | , .

5.2 Dimensao de Grafico: Definicoes e Resultados

Nesta secao temos por interesse apresentar a conexao entre a ordem da DFL e a
dimensao boz-counting de seus graficos, intermediada pelo expoente de Holder da funcao.
Apresentaremos aqui dois resultados fundamentais para alcancarmos este objetivo: o
primeiro nos auxilia a estimar a quantidade de elementos de uma d-malha que intercepta
o grafico de uma funcao continua; o segundo nos fornece majorantes e minorantes da
dimensao boz-counting através do expoente de Holder da funcao em questao. Donde
obtemos as conexoes almejadas.

Consideremos uma fun¢ao f : [a,b] — IR, continua. O gréfico de f

graf(f) = {(z, f(2)) - a < 2w < b} (5.8)

considerado como um subconjunto do plano x — y, pode ser suficientemente irregular de

forma que seu gréfico seja fractal (como exemplo 2.10), na verdade, muitos fendmenos,

quando plotados como fungoes do tempo, apresentam caracteristicas fractais.
Consideremos agora, alguns resultados simples porém, de enorme utilidade na es-

timacao da dimensao boz-counting de graficos. Dada uma funcao f e um intervalo da reta
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[a, b], definiremos por M¢[a, b]:

Myla,b] = sup [f(z) = f(y)]

a<z,y<b

isto é, a maior distancia entre duas imagens de f com relac¢ao ao intervalo [a, b].

Proposicao 5.2.1 Seja f : [0,1] — R continua. Suponha que 0 < 6 < 1, e m seja o
menor inteiro maior ou igual a 1/6. Entao, se Ns € o nimero de quadrados da 0- malha

que intercepta o grdfico de f, temos que

m—1 m—1
07 T Myi6, (i + 1)6] < Ny < 2m 4671 )  Myid, (i + 1)9].
i=0 =0

Prova: Da continuidade de f, temos que é-malha intercepta o grafico de f (restrito a cada
intervalo de largura ¢) em, pelo menos, M¢[id, (i + 1)6]/d e, no maximo, 2 + M [id, (i +
1)0]/6. Temos assim que a quantidade de interse¢oes da d-malha com o grafico de f é

dada pela soma correspondente a todos os m intervalos de largura 9, isto é:

mZI s E;i 1) < N; < 2m+ Z - Myl E;H LI (5.9)

=0 =0

Corolério 5.2.2 Seja f : [0,1] — R continua.

a) Supondo que |f(x) — f(y)| < M|z — y|**, para 0 < x,y < 1, com M > 0 ¢
1 < s <2. Entao dimpgraf(f) < s.

b) Supondo que existam nimeros M > 0, 69 > 0 e 1 < s < 2 com a sequinte pro-
priedade: para cada x € [0,1] € 0 < 6 < dy, existe y tal que |z —y| <6 e |f(z) — f(y)| >
M6%75. Entio s < dimpgraf(f).

Prova: a) Como f é (2—s)-Holder, com 1 < s < 2, temos que M;[z,y] < M|z —y|[*,

para 0 < z,y < 1. Da proposigao temos que m < 14+ 1/§ e 0 < d < 1, assim

Ns(graf(f)) < 2m+ 0 'mMds**

(1+0 12+ Ms16*?)
(1+071(2+ M&'6)
20712+ M§'6)
4071+ Mé*

407 + Mo~*

= M6,

IN

A

IN
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onde M, independe de §. Segue que

_ . log Ns(graf(f)) .. logMy6~*
fr < —_—
e gl =T logs S —logs

b) Dado z € [0,1], seja y tal que |f(x) — f(y)] > Md**, com M,d e s como na

hipdtese. Temos entdao que Mz, y] > M|z — y[*7*. Como §~! < m, obtemos da relagao

5.9 que
Ns(graf(f)) > 6 'mM§*~* > 516 M§*~* = M& .
Assim,
, . log Njs(graf(f)) _ .. logM;6~*°
dimy graf(f) }513(1) —logé - clil—r»r(l) —logé i -

Tomemos, como exemplo da aplicacao dos resultados acima, a funcao de Weierstrass
2.10. Para A > 1e 1 < s <2, seja W, :[0,1] — IRdada por

Wi(z) = Z A= Dmsen (\z).,
n=0

Entao para A > 1 suficientemente grande, dimggraf(WW),) = s. De fato, como foi mostrado
anteriormente (equagao 4.8), Wy(x) é (2 — s)-Holder em [0,1]. Logo, pelo item a do
Coroléario 5.2.2, dimpg graf(W,) < s. Agora, se em 4.5 dividirmos a soma em trés partes:

N — 1 termos, N-ésimo termo e os termos restantes, isto é:

Wi(z +h) — Wy(z) — A2V [sen (AY (z + h)) —sen (AN ()] =

N-1 o0
Z A= [sen (A" (2 + h)) —sen (\"z)] + Z A= [sen (A" (2 + h)) — sen (A" 2)] |
n=1 n=N+1
N—-1 [e's)
< Z)\(sfmn)\nh_'_ Z 2)\(372)n>\n
n=1 n=N+1
)\(5—2)N+1—8 )\(s—Z)(N-i—l)
< h 5.10
= 1 — \l-s + 1 — \s—2 ( )
para A~V < b < A=V, Observamos ainda que
)\(S—Q)N—l-l—s )\(5—2)(N+1)
|[Wi(z+h)—Wy(z)| > As=2N [sen (MY (z + h)) —sen (AV (x))} —h [ i + w2
(5.11)

Supondo A > 2 suficientemente grande de forma que

)\(5—2)N+1—s )\(s—2)(N+1)

1
(s—2)N
e I e T T 1 (5.12)

para todo N. Para ¢ < A~!, tomemos N tal que A=Y < § < A=™-1_ Dado z, podemos
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escolher h, com A™NF) < h < A™N < §, obtendo [sen (AN (z + h)) — sen (AVz)| > 1/10.

Assim, de 5.11 temos que:

1 1 1
. > (s—2)N __ (s—2)N _ (s—2)N > (s—2)N 275. 1
[Wi(z + h) — Wy(z)| = TR 507 507 > 55 ) (5.13)

Donde concluimos, do item b do corolario 5.2.2, que s < dimp graf(WW)). Logo
dimp graf(W)) = s. (5.14)

Do teorema 4.3.3 e do corolario 5.2.2 obtemos entao o seguinte resultado

Teorema 5.2.1 Sejam f : [a,b] — IR uma fungdo continua e a € (0,1).

a) Se 0 < q <1 étal que
DIf(zg) =0, paraq <« (5.15)

para todo xo € (a,b), entdo dimp graf(f) <2 — a.

b) Se existir uma sequéncia x,, — xg, tal que

lim

= o0, >
o [, — 20)]" 00, para q > «

para todo xg, entao dimp graf(f) > 2 — a.

Prova: Segue diretamente do teorema 4.3.3 e do corolario 5.2.2. Donde obtemos a
conexao entre a ordem da DFL e a dimensao boz-counting do grafico da f(x).
Concluimos assim, com este utimo resultado, a apresentacao de algumas das conexoes

existentes entre a ordem da DFL, expoente de Holder e dimensao box-counting.
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Conclusoes

e Neste trabalho dissertamos a respeito de fungoes continuas nao diferenciaveis (FCND),
em particular sobre as fungoes de Weierstrass, Riemann, Bolzano, Cellerrie e Dar-
boux. Ressaltamos a importancia desse tipo de fungao em diversos aspectos, prin-
cipalmente em relagao & sua incrivel complexidade (fractalidade). Nesse estudo, o
calculo diferencial classico nao ¢ aplicavel, o que nos leva a buscar extensoes viaveis

para a operagao de derivacao.

e Com o objetivo de estudar as FCND, apresentamos uma introducgao ao calculo fra-
ciondrio incluindo definigoes, propriedades e exemplos. Em particular, discutimos
a definicao de Riemann-Liouville, sendo também observados alguns problemas rela-
cionados com esta defini¢ao, a saber: (i) ndo-localidade e (7i) derivada de constante

nao nula, podendo esta derivada até mesmo nao existir.

e Apresentamos a definicao de expoente de Holder de uma funcao real e, a partir
deste, obteve-se uma condicao suficiente para a existéncia de derivadas fracionarias.
Concluimos desta forma que a fungao de Weierstrass 2.10, que é (2 — s)-Hélder,

possui derivadas fracionarias de ordem 0 < ¢ < 1, com ¢ < 2 — s.

e Introduzimos o conceito de Derivada Fracionéria Local (DFL) |
] visando o estudo local de FCND e também com o in-

tuito de poder corrigir os problemas inerentes a definicao de Riemann-Liouville.

e Relacionamos expoente de Holder com a ordem da DFL, verificando a equivaléncia

entre estes.

e Fizemos uma breve introducao a teoria fractal onde foram apresentadas as defini¢oes
de dimensao de Hausdorff e boz-counting. Discutimos alguns resultados que aux-
ilam na determinagao da dimensao boz-counting e relacionamos esta dimensao com o
respectivo expoente de Holder da fungao. Por meio do expoente de Holder, apresen-
tamos também uma conexao direta entre a ordem da DFL e a dimensao box-counting
do gréafico de uma FCND.

26
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e Eiste presente trabalho, que se baseia principalmente nas idéias apresentadas e dis-
cutidas em | , |, teve por objetivo
apontar as conexoes entre a fractalidade intrinseca as FCND e sua diferenciabilidade
fracionaria. Concluimos que o desenvolvimento do calculo fracionario, especialmente
do estudo das DFL’s, esta intimamente relacionado ao estudo das FCND. Neste sen-
tido, ainda ha alguns desafios a serem explicados. Dentre aqueles que julgamos mais
importantes, destacamos: (7) relacionar (se possivel) a ordem da DFL com a respec-
tiva dimensao de Hausdorff uma vez que ambas tém comportamentos semelhantes
em relacdo ao “salto” do zero para o infinito; (i7) obtengdo de uma generalizagao

para o teorema do valor médio para a DFL.



Apéndice A
Séries, Sequéncias e Convergéncia

Tipicamente, as construgoes de FCND (funges continuas nao-diferenciaveis) sao ba-
seadas em séries infinitas de fungoes. Portanto, reservamos este apéndice para demon-
stragoes de alguns resultados sobre séries e sequéncias de fungoes que foram de grande

utilidade para verificagao de propriedades de convergéncia e continuidade.

Definicao A.0.1 Uma sequéncia f, : I — R converge pontualmente para um f : 1 — R

se para cada x em I:

lim fo(z) = f(@)

n—oo
isto €,

Ve eI, Ve>0,3IN = N(e,z) e N: Vn> N|f,(z) — f(z)| <e

A convergéncia € dita uniforme se

lim sup |f,(x) — £(2)] =0,
n—oo Q?GI
1sto €,
Ve >0,3IN € N: Vn > N, sup |f.(z) — f(z)] <€, Vzel,

zel

ou seja, neste caso N = N(e).

Os teoremas que seguem abaixo sao ferramentas tteis para a verificacao de con-

vergéncia uniforme.

Teorema A.0.1 A sequéncia de funcoes f, : I — R converge uniformemente se, e so-

mente se,
lim sup|f.(z) — fm(z)] =0,

n,m—o0 er
ou seja,

Ve >0, IN € N: Vm,n > N, sup|fn(x) — fn(2z)| <€

zel
Prova: Admitindo que f,, converge uniformente para f, temos que:

Ve >0,3IN € N: Vn > N, sup |f.(z) — f(z)] < g

zel

o8
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Assim, para € dado e quaisquer m,n > N:

SW |fo(7) = fm(@)] - < SR ([fal@) = F@)] + | fm(2) = f(2)])
< swp ([fa(z) = f@)]) + (1fm(@) = F(@)])
< %—I—%:e.

Reciprocamente, admitindo que lim sup,er|fn(z) — fm(z)| = 0, ou seja,

Ve >0, IN € N: Vm,n > N sup|f,(z) — fm(2)] <,

zel

DN

temos que para x € [ fixado, f,(x) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais e,
portanto, converge para um numero real f(z). Dessa forma, a partir da hipdtese e da

convergéncia pontual que a pouco foi estabelecida, teremos

Ve >0, IN € N: Vm,n > N sup|f.(z) — f(2)| < %,

zel

Ve> 0¥z €1,3my €N:my > N, |fm, () — f(2)] < %

Uma vez que € > 0 é arbitrario e n > N, entao

sup [ fo(2) — f(2)] < sup ([fu(2) = fin, (0)] + | fin, () = f(2)])

zel zel

o £l
- +t-=ec
2 2

Portanto a convergéncia f,(z) — f(x) é uniforme em 1.

Teorema (teste de Weierstrass) A.0.2 Seja f, : I — R uma sequéncia de fungoes
tal que sup,¢; | fu(x)| < M, para todo n € N. Se Z M, < oo, entao a série’y | fu(x)

n=1
¢ uniformemente convergente em I.

Prova: Sejam m < n € N. Entao

sup [Sn () — Sm(z)| = Sup\ij(w)—ij(iﬂ)!

el el
x z j=

IN

> sup|f(z)l

j=m+1
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SRR SR Y
j=m+1 j=0 j=0
Como M = ZMj < 00, segue que
=0
ZM]- —ZM]- — M — M =0,quando m,n — oo,
=0 =0
isto é, lim |S,(z) — Sn(x)] = 0. Pelo teorema anterior, a série ij(x) converge
,M—00 ]:1
uniformemente.

Usualmente, hé o interesse de se estabelecer a continuidade do limite de uma sequéncia

de fungoes continuas. Para este fim, o teorema e o corolario seguintes sao de grande valia.

Teorema A.0.3 Se f, : I — R ¢é uma sequéncia de funcgoes continuas e f, — f uni-

formemente, com f: 1 — R, entao f € continua em I.

Prova: Seja zy € I arbitrario. Da convergéncia uniforme de f,, para f temos que

Ve >0,3IN € N: Vn > N sup|fu.(z) — f(z)| <

€
zel 3’

e da continuidade de cada f,
Ve>0,30 > 0: |z — 200, =, | ful@) — fulzo)] < %

sendo € > 0 arbitrario, x € I, n € N com n > N e |z — x9| < d. Entao

|[f (@) = [ (o)

IA

[f (@) = falzo)| + [f(x) = ful@o)| + [fn(20) = f(20)]

< 3-=e¢.

€
3

Corolario A.0.1 Se f, : I — R € uma sequéncia de funcgoes continuas e an(x

n=1
f(x) uniformemente, com f: I — R, entao f € continua em I.

Prova: Segue diretamente do teorema anterior.

Para maiores detalhes indicamos as referéncias | , ].

) —



Apéndice B
Propriedades Elementares da Funcao Gama

Diretamente relacionada com a defini¢ao de derivada fracionéria, a fungao I'(x) tem um
importante papel na generalizacao da derivada cléssica, por isso discutimos aqui alguns
dos conceitos utilizados no decorrer na dissertacgao.

Consideremos a seguinte integral

/ thest dt, (B.1)
0

com k > —1 para evitar a divergéncia da mesma em ¢ = 0. Quando k£ = 0 ou um inteiro

positivo, essa integral pode ser facilmente calculada:

o 1 o 1
/ e Stdt =~ | / te™dt = =, .., (Re(s)>0).
0 0 §

S

Por meio de uma integragao por partes mostra-se que

/ the™st dt = E/ tFtemtdt (s >0), (B.2)
0 0

S

e por inducao obtém-se

> ko[> kk—1 11 K
/ the™s dt = —/ thlemstdt = ... = = === (s>0). (B.3)
0 0

s s s ss  sktl’

Para s = 1 nesta ultima equagao, tem-se uma representacao integral para o fatorial:

/ the tdt = k. (B.4)
0

Observemos que a equacao B.4 sugere um método para se generalizar a funcao fatorial

para valores k£ > —1 reais. Consideremos entao a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao B.0.1 A funcao gama I'(k) € definida pela sequinte integral

I'(k) = /Oo t*te7tdt, Re(k) > 0. (B.5)

0

61
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Quando k ¢ inteiro positivo valem

1, se k=1
(k) =
1.23...k—1, se k>0.

9

ouseja, ['(1)=1el'(k)=(k— 1)L
Agora, de B.2 obtém-se

gk+1

/OO the=st dt = LE+1) (Re(s) > 0, k > —1)
donde
D(k+1) =k (k). (B.6)

Esta dltima é chamada de equacao funcional da fungao gama, e a partir dela conclui-se

que
Ik+1)

Jim T(k) = lim === = foc. (B.7)
Ainda de B.6 temos que
U(k+1) = kT'(k) =
T(k+2) = (k+ D0k +1) = (k+ k[(k) =
Fk+3)=Fk+2)T(k+2)=(k+2)(k+1D)I(k+1) = (k+2)(k+ 1Dk (k)
e, por inducdo:

I'k+n)=(k+n—1)(k+n—2)..(k+2)(k+ 1)k['(k),

para todo n € IN. Portanto, podemos escrever

B I'(k+n)
L) = =0 n =D G T DR (B8)
e de B.7 obtemos
, . I(k+n) B
= i e T v =2k r )k + k| T (B:9)

Verificamos assim que a funcao ['(k) nao estd definida para valores inteiros negativos.
Contudo, observemos que a equagao B.6 permite-nos definir I em (—1,0): se k € (—1,0),
entdo k+ 1 € (0,1) onde I'(k + 1) esta definido. Portanto, é vélido escrever

I'k+1)

D(k) = ==
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Uma vez que I'(k + 1) > 0 para —1 < k < 0, temos que I'(k) < 0 e assim

lim I'(k) = lim T'(k) = —oc.

k—0— k——11

Dessa forma, vemos que I' estd definida em (—1,0)|J(0,00), como nos mostra a figura
B.1.

100

80— -
60— -

40 -

401 -

-60| -

-80} -

-100

Figura B.1: Funcao de gama em (—1,0) U (0, 00).

Utilizando os mesmos argumentos acima, podemos mostrar que I' estd definida em
(—=2,—-1): se k € (—2,—1), entdo k + 1 € (—1,0), donde vimos anteriormente que I
permanece definida. Agora, como I'(k+ 1) < 0 para k+ 1 € (—1,0), segue novamente da
equagao funcional B.6 que para k € (—2,—1) temos I'(k) > 0 e

lim T'(k) = lim I'(k) = +oo.

k——1— k——2+

Portanto, I' estd definida em (—2,—1)J(—1,0)J(0,00), conforme nos mostra a figura

B.2. A partir deste processo podemos mostrar que I' estd definida em (veja figura B.3)

R—{..,—3,-2,—1,0}.

Proposicao B.0.1

r <1> — (B.10)
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100

80

60

40

20

-20

40+ -

_60}+ -

-80 -

-100,

Figura B.2: Fungao gama, dominio (—2,—1) U (—1,0) U (0, 00).

100
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-100

Figura B.3: Funcao gama.

Prova: Da propria definicao da funcao gama temos que

1 o
F(—) :/ t2"te 7t dt.
2 0

Facamos entao a seguinte mudanca de varidvel ¢t = r?. Dessa forma:

/ tretdt = 2/ e dr.
0 0

64

7 o0 2 . cps . . . .
Para o célculo de fo e~ dz, usaremos de um conhecido artificio concebido por Liouville.
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M:/ e v dt,
0

- ([ eea) ([ o)
B
- [ [ e

Obtemos M? expresso por uma integral dupla em que a regiao de integracio localiza-se

Fazendo

temos que:

no primeiro quadrante. Usando coordenadas polares x = pcos(6) e y = psen (6):

3 [ 2 2 o 2 s —€_p2 oo T
= e’ dpd@z/ d9/ e dp=— -
/0 /0 0 0 2 2 0 4

Segue assim que M = \/TE, donde temos que

/ e dr :§:>2/ e dr =7
0 0

1
Agora temos uma propriedade que nos permite calcular o valor de I' para semi-inteiros.
3 1 1 1 1
(2)-r(a) -2 () -2
D 3 3.(3 31 3
'=)=r'l=+1)==I'l=) === = —/T.
<2) <2 * ) 2 <2> 2 2\/E 4\/E

E facil ver que a regra geral para semi inteiros serd

e, portanto

Por exemplo:

produto de impares

r<n+1) :P(Q”H) _n—12n-3 1 o ()T

2 2 2 2 47 n!

Lo |

(2n)!

sendo o produto dos n primeiros impares dado por +—%. Temos ainda que
2 n!

)t

Apresentamos a seguir mais alguns valores admitidos pela func¢ao I' em semi inteiros

[ J
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Alguns valores de T’

para inteiros e semi-inteiros
T(-3)=4va T()=1
P(-1)=-o00  T(§)=4yr
N(-3)=-2y7 TI(2)=1
I'0) = +o00 I‘(g) = % m
r)=va  I@3)=2

Podemos mencionar ainda algumas identidades para fungao gama sobre os inteiros:

—m cosec(r k)

R = —Farny

(B.11)

I'(2k) = 4kr(k2)f/(; : %),

sendo B.11 chamada de reflexao e B.12 de férmula de duplicacao.

(B.12)

Dentre as fungoes especiais relacionadas com a funcao gama, nao podemos deixar de

mencionar a fungao beta | ]:

1
B(p,q) =/ 1=t tdt, p,q >0,
0

e também a funcao gama incompleta

. T c il
v(e,x) = F(m)/ t" et dt
0

o !
= € —_— .
jZO IF'(j+c+1)

Para maiores detalhes indicamos: |

: -
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